
1. Âíåøíèå ìåðû è èçìåðèìûå ìíîæåñòâà

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è 2X � ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî

ïîäìíîæåñòâ.

1.1. Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå � : 2X ! R
+ [ f1g íàçûâàåòñÿ

âíåøíåé ìåðîé íà X, åñëè

1) �(;) = 0,

2) �(A) �
P
i2N

�(Ai) äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A;Ai 2 2X; i 2 N , òàêèõ,

÷òî A �
S
i2N

Ai.

Âòîðîå ñâîéñòâî íàçûâàþò ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòè

âíåøíåé ìåðû.

1.2. Ñâîéñòâî. Âíåøíÿÿ ìåðà âñåãäà ìîíîòîííà, ò. å., �(A) �
�(B) äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ A;B 2 2X òàêèõ, ÷òî A � B.

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñâîéñòâà 2 âíåøíåé ìåðû, åñëè ïîëî-

æèòü B = A1, à Ai = ; äëÿ âñåõ i > 1.

1.3. Ïðèìåð. Ïóñòü (X;S; �) � ìíîæåñòâî ñ ìåðîé. Âñÿêîìó ìíî-

æåñòâó A 2 2X ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëüíàÿ íîðìà k�Ak åãî õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè �A. Â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëüíîé íîðìû ñîîò-

âåòñòâèå

2X 3 A 7! k�Ak (1.1)

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè âíåøíåé ìåðû. (ÏÐÎÂÅÐÈÒÜ!)

1.4. Ïðèìåð. Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèìåðà 7.3 ÿâëÿåòñÿ

âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà. Íàïîìíèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü k-ìåðíûõ ñåãìåí-

òîâ â R
k , k � 1, îáðàçóåò äðîáÿùóþñÿ ñèñòåìó. Åñëè T = ha1; b1i �

ha2; b2i�� � ��hak; bki � k-ìåðíûé ñåãìåíò, òî åãî k-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà

ðàâíà jT j =
kQ
i=1

(bi�ai). Ëåáåã îïðåäåëèë âíåøíþþ ìåðó j � je íà ëþáîì

ïîäìíîæåñòâå A åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rk , k � 1, ðàâåíñòâîì

jAje = inf
nX
i2N

jAij : A �
[
i2N

Ai

o
; (1.2)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îáúåäèíåíèÿì
S
i2N

Ai k-ìåðíûõ ñåã-

ìåíòîâ Ai, ñîäåðæàùèì ìíîæåñòâî A. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âíåøíÿÿ
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ìåðà Ëåáåãà jAje ìíîæåñòâà A ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëüíîé íîðìîé õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè �A ìíîæåñòâà A. Òàêèì îáðàçîì, jAje = jAj�
Ìû äîêàæåì ýòî ñîâïàäåíèå â îáùåì ñëó÷àå.

1.5. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü (X;S; �) � ìíîæåñòâî ñ ìåðîé. Òîãäà

äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A 2 2X

1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

k�Ak = inf
nX
i2N

�(Ai) : A �
[
i2N

Ai

o
; (1.3)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì fAi : Ai 2 S; i 2 Ng
ìíîæåñòâà A ñ÷åòíûìè íàáîðàìè ýëåìåíòîâ èç S;

2) ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî B � A òàêîå, ÷òî �(B) =

k�Bk = k�Ak = �
�(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ïðàâóþ ÷àñòü

ñîîòíîøåíèÿ (1.3) ñèìâîëîì �e(A). Íàäî äîêàçàòü, ÷òî

inf sup
n2N

Z
X

'n(x) d� = �e(A);

ãäå â ëåâîé ÷àñòè íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìîíîòîííî âîçðàñòà-

þùèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì íåîòðèöàòåëüíûõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé

òàêèì, ÷òî sup
n2N

'n(x) � �A(x) äëÿ âñåõ x 2 X.

1) Äëÿ âñÿêîãî ïîêðûòèÿ
S
i2N

Ai ìíîæåñòâà A îïðåäåëèì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü f'ng, n 2 N , ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

'n =
nP
i=1

�Ai
. Î÷åâèäíî 'n � 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 'n, ìîíîòîííî

âîçðàñòàåò,

sup
n2N

'n(x) � �A(x) è
X
i2N

jAij = sup
n2N

Z
X

'n(x) d�:

Îòñþäà k�Ak � �e(A), òàê êàê â îïðåäåëåíèè �e(A) íèæíÿÿ ãðàíü

áåðåòñÿ ïî áîëåå óçêîìó ìíîæåñòâó.

2) Íåðàâåíñòâî â äðóãóþ ñòîðîíó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ïðåäïîëî-

æåíèè k�Ak < 1. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå " > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ

èíòåãðàëüíîé íîðìû ñóùåñòâóåò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü f'ng, n 2 N , íåîòðèöàòåëüíûõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé òàêàÿ,
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÷òî

sup
n

'n(x) � �A(x) è sup
n

Z
X

'n d� = sup
n

k'nk � k�Ak+ ":

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà An = fx 2 X : 'n(x) � 1� "g. Ïî íåðàâåíñòâó
×åáûø�åâà èìååì îöåíêó

�e(An) = �(An) = k�An
k � 1

1� "
k'nk �

k�Ak+ "

1� "
= k�Ak+O("):

Çäåñü ðàâåíñòâî �e(An) = �(An) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ñòðóêòó-

ðû ìíîæåñòâà An: ìíîæåñòâî An ïðåäñòàâèìî êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷-

íîé äèçúþíêòíîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ èç S.
Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 'n ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òîAn � An+1,

n 2 N . Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííûå ñâîéñòâà, ïîëó÷àåì

A �
[
n2N

An = B; �e(A) � �e(B) � lim
n!1

�(An) � k�Ak+ O("):

Çäåñü íåðàâåíñòâî �e(A) � �e(B) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç

îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû �e(�): âåëè÷èíà �e(�) ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî
âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ. Òåì ñàìûì ñîâïàäåíèå ��(A) = k�Ak = �e(A)

äîêàçàíî.

Äëÿ ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèÿ �e(B) � lim
n!1

�(An) ñëåäóåò ïðèíÿòü âî

âíèìàíèå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî An ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîé

äèçúþíêòíîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ èç S. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n > 1

äîïîëíåíèå An+1nAn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîé

äèçúþíêòíîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ èç S. Îòñþäà ïî èíäóêöèè ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå B =

S
n2N

An â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíîé äèçúþíêòíîé ñîâîêóïíîñòè B ýëåìåíòîâ èç S òàêîå, ÷òî

êàæäîå ìíîæåñòâî An ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîé äèçúþíêòíîé

ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ èç B. Òîãäà

�e(B) �
X
T2B

�(T ) = lim
n!1

X
T�An

�(T ) = lim
n!1

�(An)

Òàê êàê "� ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî ðàâåíñòâî k�Ak =
�e(A) äîêàçàíî.

Îòìåòèì ðàçíèöó â îáîçíà÷åíèÿõ: ñèìâîë ��(A) îáîçíà÷àåò âíåø-
íþþ ìåðó ìíîæåñòâà A, â òî âðåìÿ êàê ñèìâîë �(A) îáîçíà÷àåò ìåðó
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èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A. ßñíî, ÷òî ��(A) = �(A), åñëè ìíîæåñòâî A

èçìåðèìî, îäíàêî, ýòî ðàâåíñòâî íå èìååò íèêàêîãî ñìûñëà, åñëè ìíî-

æåñòâî A íåèçìåðèìî. Ýòî ñîãëàøåíèå êîíòðàñòèðóåò ñ ïðèìåíåíèåì

ñèìâîëà H äëÿ ââîäèìîé íèæå âíåøíåé ìåðû Õàóñäîðôà, òàê êàê îí

îäèí è òîò æå êàê äëÿ èçìåðèìîãî, òàê è äëÿ íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà.

1.6. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A � X íàçûâàåòñÿ �-èçìåðèìûì

(èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî ìåðû � èëè èçìåðèìûì ïî Êàðàòåîäîðè),

åñëè

�(F ) = �(F \A) + �(F nA)
äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ F � X.

1.7. Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ F , A �
X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî F = (F \ A) [ (F n A), òî â ñèëó ñ÷åò-

íîé ïîëóàääèòèâíîñòè âíåøíåé ìåðû � âñåãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

�(F ) � �(F \A) + �(F nA). Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü èçìå-

ðèìîñòü ìíîæåñòâà A, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

�(F ) � �(F \A) + �(F nA) äëÿ âñåõ F � X.

1.8. Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû èçìå-

ðèìî ïî Êàðàòåîäîðè.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî A � X íàçûâàåòñÿ �-èçìåðèìûì ïî Ëå-

áåãó, åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà.

1.9. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü (X;S; �) � ìíîæåñòâî ñ ìåðîé. Òîãäà

1) �-èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà A � X ïî Ëåáåãó âëå÷åò åãî èçìåðè-

ìîñòü ïî Êàðàòåîäîðè;

2) åñëè ìíîæåñòâî A � X êîíå÷íîé âíåøíåé ìåðû èçìåðèìî ïî

Êàðàòåîäîðè, òî îíî èçìåðèìî òàêæå è ïî Ëåáåãó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü B � X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî,

èíòåãðàëüíàÿ íîðìà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè êîòîðîãî êîíå÷íà.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fgig, i 2
N , íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ íà X ôóíêöèé òàêîé, ÷òî

�B(x) � lim
i!1

gi(x)

äëÿ ïî÷òè âñåõ x, âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

�
�(B) � lim

i!1

Z
X

gi d�:
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Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøå-

íèÿ êîíå÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ g(x) = lim
i!1

gi(x), ïî òåîðåìå

Áåïïî Ëåâè èìååì

�
�(B) = k�Bk � kgk =

Z
X

g d� = lim
i!1

Z
X

gi d�:

Ïóñòü A � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî, à F � X � ïðîèçâîëü-

íîå ìíîæåñòâî, âíåøíÿÿ ìåðà êîòîðîãî êîíå÷íà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

" > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöà-

òåëüíûõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé 'l, ÷òî

�F (x) � sup
l2N

'l(x);

à

sup
l2N

Z
X

'l d� � k�Fk+ ":

Î÷åâèäíî, ÷òîZ
X

'l d� =

Z
X

'l � �A d�+

Z
X

'l � (1� �A) d�:

Îòñþäà èìååì

k�Fk+ " � lim
l!1

Z
X

'l � �A d�+ lim
l!1

Z
X

'l � (1� �A) d�

� k�F\Ak+ k�FnAk:

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè " ïîëó÷àåì

�
�(F ) � �

�(F \ A) + �
�(F n A)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà F . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî A èçìå-

ðèìî ïî Êàðàòåîäîðè.

2) Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî A � X èìååò êîíå÷íóþ âíåøíþþ ìåðó

Ëåáåãà è èçìåðèìî ïî Êàðàòåîäîðè, ò. å.

�
�(F ) = �

�(F \ A) + �
�(F n A)

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà F � X. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.5 âûòåêàåò, ÷òî

A � B, ãäå B � �-èçìåðèìîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî ��(A) = �
�(B) (íà-

ïîìíèì, ÷òî B � �-èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî è �(B) = �
�(B)).
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Ïîëàãàÿ F = B, ïîëó÷èì �
�(B) = �

�(A) + �
�(B n A). Ñëåäîâàòåëü-

íî, âíåøíÿÿ ìåðà ìíîæåñòâà B nA ðàâíà íóëþ. Íàïîìíèì, ÷òî âñÿêîå

ìíîæåñòâî íóëåâîé âíåøíåé ìåðû Ëåáåãà èçìåðèìî ïî Ëåáåãó. Îòñþäà

âûòåêàåò èçìåðèìîñòü ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà A, òàê êàê îíî îòëè÷àåòñÿ

îò �-èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà B ëèøü íà ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

1.10. Çàìå÷àíèå. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçàííîãî ñïðàâåäëèâî

òàêæå è äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà ìåðà � �-êîíå÷íà, ò. å. X =
1S
n=1

En, ãäå

En � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî è �(En) <1 äëÿ ëþáîãî n 2 N . Äåéñòâè-

òåëüíî, En èçìåðèìî ïî Êàðàòåîäîðè äëÿ ëþáîãî n 2 N , è äëÿ ëþáîãî

èçìåðèìîãî ïî Êàðàòåîäîðè ìíîæåñòâà A � X ïåðåñå÷åíèå A \ En

èìååò êîíå÷íóþ âíåøíþþ ìåðó Ëåáåãà. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå A \ En

�-èçìåðèìî ïî Ëåáåãó äëÿ ëþáîãî n 2 N . Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò �-

èçìåðèìûì òàêæå è ìíîæåñòâî A, òàê êàê �A(x) = lim�A\En
(x), ãäå

�A\En
(x) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðåäëîæåíèÿ 1.9 ïîëó÷àåì

1.11. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü (Rk ;Sk; j � j) � ìíîæåñòâî ñ ìåðîé

Ëåáåãà. Ìíîæåñòâî A � R
k èçìåðèìî ïî Êàðàòåîäîðè òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

1.12. Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî F � 2X íàçûâàåòñÿ �-àëãåáðîé,

åñëè X 2 F è F çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ è ñ÷åòíîãî îáú-

åäèíåíèÿ, ò. å.,

1) åñëè A;B 2 F , òî A n B 2 F ,
2) åñëè Ai 2 F , i 2 N , òî

S
i2N

Ai 2 F .

Ñèìâîë
F
i

Ai èñïîëüçóåòñÿ äàëåå äëÿ îáúåäèíåíèÿ äèçúþíêòíûõ

ìíîæåñòâ.

1.13. Òåîðåìà. Åñëè � � âíåøíÿÿ ìåðà íà ñîâîêóïíîñòè P(X), òî
íàáîð �-èçìåðèìûõ ïî Êàðàòåîäîðè ìíîæåñòâ îáðàçóåò �-àëãåáðó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) X èçìåðèìî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó F \
X = F è F n X = ;, òî �(F ) = �(F \ X) + �(F n X) äëÿ ëþáîãî

ìíîæåñòâà F � X .
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2) Åñëè A èçìåðèìî, òî äîïîëíåíèå Ac = XnA ê A òàêæå èçìåðèìî.

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà F � X èìååì

�(F \Ac) + �(F nAc) = �(F nA) + �(F \ (Ac)c)

= �(F nA) + �(F \ A) = �(F ):

3) Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B èçìåðèìû. Òîãäà èõ îáúåäèíåíèå òàêæå

èçìåðèìî. Äåéñòâèòåëüíî,

�(F \ (A [ B)) + �(F n (A [B))

= �(F \ (A [B)) + �(F \ (A [ B)c)

= �((F \A) [ (F \B)) + �(F \Ac \Bc)

= �((F \A \Bc) [ (F \A \B) [ (F \ Ac \B)) + �(F \Ac \Bc)

� �(F \A \Bc) + �(F \A \B) + �(F \ Ac \B) + �(F \ Ac \Bc)

= �(F \A) + �(F \ Ac) = �(F ):

Îòñþäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà èç-

ìåðèìûõ ìíîæåñòâ òàêæå èçìåðèìî.

Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâà Ai, i 2 N , èçìåðèìû. Ïîêàæåì, ÷òî

�

�
F \

[
i2N

Ai

�
+ �

�
F \

�[
i2N

Ai

�c�
� �(F ):

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Ai � äèçúþíêòíàÿ ñèñòåìà,

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâà Bj = Aj nS
i<j

Ai; B1 = A1. Òîãäà fBj : j 2 Ng � äèçúþíêòíàÿ ñèñòåìà, ïðè÷åìF
j2N

Bj =
S
i2N

Ai. Äëÿ ëþáîãî n 2 N èìååì

�

�
F \

[
i2N

Ai

�
+ �

�
F \

�[
i2N

Ai

�c�
� �

�
F \

n[
i=1

Ai

�
+ �

�
F \

�[
i>n

Ai

��
+ �

�
F \

� n[
i=1

Ai

�c�
= �(F ) + �

�
F \

�[
i>n

Ai

��
� �(F ) +

X
i>n

�(F \Ai):

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
P
i>n

�(F \ Ai) ! 0 ïðè n ! 1. Äëÿ ýòîãî
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äîêàæåì, ÷òî
nP
i=1

�(F \Ai) � �(F ) äëÿ ëþáîãî n 2 N . Äåéñòâèòåëüíî,

�(F ) = �(F \A1) + �(F \Ac
1)

= �(F \A1) + �((F \Ac
1) \A2) + �((F \ Ac

1) \Ac
2)

= �(F \A1) + �(F \A2) + �(F \Ac
1 \Ac

2)

= �(F \A1) + �(F \A2) + �((F \Ac
1 \ Ac

2) \A3)

+ �((F \Ac
1 \Ac

2) \Ac
3) = : : :

(Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî �((F \Ac
1)\A2) = �(F \A2) ââèäó äèçú-

þíêòíîñòè ñèñòåìû fAi : i 2 Ng).
Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì òðåáóåìîå: �(F ) �

nP
i=1

�(F \Ai) äëÿ ëþáîãî

n 2 N . Îòñþäà
P
i>n

�(F \ Ai)! 0 ïðè n!1. Ñëåäîâàòåëüíî,

�

�
F \

[
i2N

Ai

�
+ �

�
F \

�[
i2N

Ai

�c�
� �(F )

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà F � X. Ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðèìîñòü

îáúåäèíåíèÿ
S
i2N

Ai äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåðèìûå ïî Êàðàòåîäîðè ìíîæåñòâà îáðàçóþò

�-àëãåáðó, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

1.14. Îïðåäåëåíèå. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà �,

îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîé �-àëãåáðå F � 2X, íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî-

àääèòèâíîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà (èëè ìåðîé) íà F , åñëè
1) � ìîíîòîííà: èç A � B, A;B 2 F , âûòåêàåò �(A) � �(B);

2) �
�F
i2N

Ai

�
=
P
i2N

�(Ai) äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé äèçúþíêòíîé ñèñòåìû

ìíîæåñòâ Ai 2 F , i 2 N .

1.15. Òåîðåìà (ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ). Ïóñòü

� � âíåøíÿÿ ìåðà íà ñîâîêóïíîñòè P(X), fAig, i 2 N , � ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü �-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà

1) �
� 1F
i=1

Ai

�
=

1P
i=1

�(Ai):

Òàêèì îáðàçîì, âíåøíÿÿ ìåðà ñ÷åòíî-àääèòèâíà íà ñîâîêóïíîñòè

�-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.

2) Åñëè A1 � : : : � Ai � Ai+1 : : :, òî lim
i!1

�(Ai) = �

� 1S
i=1

Ai

�
:
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3) Åñëè A1 � : : : � Ai � Ai+1 : : : è �(Al) <1 äëÿ íåêîòîðîãî l 2 N ,

òî lim
i!1

�(Ai) = �

� 1T
i=1

Ai

�
:

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîëàãàÿ â îïðåäåëåíèè 1.6 F =
1F
i=1

Ai; A =

A1, èìååì �

� 1F
i=1

Ai

�
= �(A1) + �

�F
i>1

Ai

�
. Îòñþäà ïî èíäóêöèè ïîëó-

÷èì �

� 1F
i=1

Ai

�
=

nP
i=1

�(Ai) + �

�F
i>n

Ai

�
�

nP
i=1

�(Ai) äëÿ ëþáîãî n 2 N .

Ñëåäîâàòåëüíî, �
� 1F
i=1

Ai

�
� lim

n!1

nP
i=1

�(Ai) =
1P
i=1

�(Ai):

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâ-

íîñòè.

2) Ïîñêîëüêó
1S
i=1

Ai = A1 [
� 1S
i=1

(Ai+1 n Ai)
�
, òî èç ïåðâîãî ïóíêòà

ñëåäóåò �
� 1S
i=1

Ai

�
= �(A1) +

1P
i=1

�(Ai+1 n Ai) = lim
i!1

�(Ai), ÷òî è òðåáî-

âàëîñü.

3) Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç âòîðîãî ïóíêòà, òàê êàê A1 n Ai �
A1nAi+1 äëÿ âñåõ i 2 N è ïîýòîìó �(A1)� lim

i!1
�(Ai) = lim

i!1
�(A1nAi) =

�

� 1S
i=1

(A1 nAi)
�
= �(A1)� �

� 1T
i=1

Ai

�
:

1.16. Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà 2 è 3 ñôîðìóëèðîâàí-

íîé òåîðåìû ñïðàâåäëèâû òàêæå è äëÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ôóíêöèè

ìíîæåñòâà (ìåðû), îïðåäåëåííîé íà íåêîòîðîé �-àëãåáðå.

1.17. Çàäà÷à. Ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð ê òðåòüåìó ïóíêòó òåîðåìû

â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå �(Al) <1 íå âûïîëíåíî íè äëÿ êàêîãî l 2 N .

1.18. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X; d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ìíîæåñòâà A;B � X íàçûâàþòñÿ óäàëåííûìè, åñëè

dist(A;B) = inf
x;y
fd(x; y) : x 2 A; y 2 Bg > 0:

1.19. Îïðåäåëåíèå. Âíåøíÿÿ ìåðà � àääèòèâíà íà óäàëåííûõ

ìíîæåñòâàõ, åñëè �(A[B) = �(A)+�(B) äëÿ ëþáûõ äâóõ óäàëåííûõ

ìíîæåñòâ A;B � X.

1.20. Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà àääèòèâíà íà

óäàëåííûõ ìíîæåñòâàõ.
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1.21. Êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî è âíåøíÿÿ ìåðà � ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé íà óäàëåííûõ ìíî-

æåñòâàõ. Òîãäà � � áîðåëåâñêàÿ ìåðà, ò. å., âñå áîðåëåâñêèå ìíî-

æåñòâà �-èçìåðèìû ïî Êàðàòåîäîðè. Äðóãèìè ñëîâàìè, �-àëãåáðà �-

èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò �-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

1.22. Çàäà÷à. Äîêàçàòü îáðàòíîå ê òåîðåìå 1.21 óòâåðæäåíèå:

âñÿêàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X àääèòèâíà

íà óäàëåííûõ ìíîæåñòâàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñå çàìêíóòûå ìíî-

æåñòâà �-èçìåðèìû (òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà

ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.13).

Ðàññìîòðèì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî C è äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî

ìíîæåñòâà F ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

�(F ) � �(F \ C) + �(F n C):

Åñëè �(F ) = 1, òî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

�(F ) <1.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

D0 = fx 2 X : dist(x;C) > 1g
è

Dn =
n
x 2 X :

1

2n
< dist(x;C) � 1

2n�1

o
; n 2 N :

Ìíîæåñòâà Dn; n 2 N , îáðàçóþò äèçúþíêòíóþ ñèñòåìó. Î÷åâèäíî,

÷òî ñèñòåìû fD2jg è fD2j+1g, j 2 N , ñîñòîÿò èç óäàëåííûõ ìíîæåñòâ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Di è Dj óäàëåíû, åñëè ji� jj > 1.

Äëÿ âñåõ m 2 N â ñèëó âêëþ÷åíèé

F � F \
mG
j=0

D2j è F � F \
mG
j=0

D2j+1

è ìîíîòîííîñòè ìåðû ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

�(F ) � �

�
F \

mG
j=0

D2j

�
è �(F ) � �

�
F \

mG
j=0

D2j+1

�
:

Äàëåå, òàê êàê

F \
mG
j=0

D2j =

mG
j=0

(F \D2j) è F \
mG
j=0

D2j+1 =

mG
j=0

(F \D2j+1);
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òî ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè ìåðû � íà óäàëåííûõ ìíîæåñòâàõ ïîëó-

÷àåì

�

� mG
j=0

(F \D2j)
�
=

mX
j=0

�(F \D2j)

è

�

� mG
j=0

(F \D2j+1)
�
=

mX
j=0

�(F \D2j+1):

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
1P
j=0

�(F \ Dj), ÷ëåíû êîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíû,

ñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû îãðàíè÷åíû ñâåðõó ÷èñëîì

2�(F ).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà C è
mF
i=0

Di óäàëåíû ïðè ëþáîì m 2
N . Äîêàæåì, ÷òî

�(F ) � �

��
F \

mG
j=0

Dj

�
[ (F \ C)

�
= �(F \ C) + �

�
F \

mG
j=0

Dj

�
� �(F \ C) + �(F \ Cc)�

X
j>m

�(F \Dj): (1.4)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê Cc =
F
j2N

Dj =
mF
j=0

Dj [
F
j>m

Dj, òî

�(F \ Cc) � �

�
F \

mG
j=0

Dj

�
+
X
j>m

�(F \Dj);

îòêóäà è ñëåäóåò (1.4). Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (1.1) íå çàâèñèò îòm.

Ïîñêîëüêó îñòàòîê
P
j>m

�(F \Dj) ìîæåò áûòü ñäåëàí ñêîëü óãîäíî ìà-

ëûì ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå m, òî

�(F ) � �(F \ C) + �(F \ Cc):

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì B(X).

1.23. Òåîðåìà îá èñ÷åðïûâàíèè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è � : B(X) ! [0,+1) � êîíå÷-

íàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A � B(X)
âûïîëíÿåòñÿ:
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(1) �(A) = supf�(C) : C çàìêíóòî è C � Ag è
(2) �(A) = inff�(C) : C îòêðûòî è C � Ag.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì êëàññ ìíîæåñòâ

F = fB : B 2 B(X); B è B
c óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó (1)g:

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà B è B
c óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó (1),

òî îíè óäîâëåòâîðÿþò è ñâîéñòâó (2). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü �(B) =

supf�(C) : C çàìêíóòî è C � Bg. Òîãäà Bc � C
c. Ïîñêîëüêó ìåðà

êîíå÷íà è àääèòèâíà, òî

�(Bc) = �(X) � �(B) = �(X) � supf�(C) : C çàìêíóòî è C � Bg
= inff�(A) : A îòêðûòî è A � B

cg: (1.5)

Ñëó÷àé ñ äîïîëíåíèåì B
c ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò (1). Îò-

êðûòûå ìíîæåñòâà òàêæå óäîâëåòâîðÿþò (1): äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A

îòêðûòî. Òîãäà A =
S
n2N

Kn, ãäå ìíîæåñòâî

Kn = fx 2 A : dist(x;Ac) � 1=ng

çàìêíóòî äëÿ âñåõ n 2 N , K1 � K2 � : : : � Kn � : : :, è

�(A) = lim
n!1

�(Kn) = sup
n2N

�(Kn)

ïî òåîðåìå 1.15. Ñëåäîâàòåëüíî, F ñîäåðæèò âñå îòêðûòûå è çàìêíó-

òûå ìíîæåñòâà. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî F � �-àëãåáðà.

1) Äîêàæåì, ÷òî F � àëãåáðà, ò. å., åñëè B1; B2 2 F , òî B1 [ B2 2
F ; B1 \ B2 2 F è B1 n B2 2 F . Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî " > 0 íàéäåì

òàêèå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà C1 � B1 è C2 � B2, ÷òî �(Bi n Ci) < ",

i = 1; 2. Òîãäà èç ñâîéñòâà (B1[B2) n (C1[C2) � (B1 nC1)[ (B2 nC2)

ñëåäóåò

�((B1 [B2) n (C1 [ C2)) � �(B1 n C1) + �(B2 n C2) < 2":

Çíà÷èò, îáúåäèíåíèå B1 [ B2 óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó (1).

Àíàëîãè÷íî, èç ñâîéñòâà (B1\B2)n (C1\C2) � (B1 nC1)[ (B2 nC2)

ïîëó÷àåì

�((B1 \B2) n (C1 \ C2)) � �(B1 n C1) + �(B2 n C2) < 2":
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Cëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå B1 \B2 óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó (1).

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî (B1 \ B2)
c = B

c
1 [ Bc

2 è (B1 [ B2)
c = B

c
1 \ Bc

2.

Îòñþäà â ñèëó äîêàçàííîãî ìíîæåñòâà (B1 \ B2)
c = B

c
1 [ Bc

2 è (B1 [
B2)

c = B
c
1 \ Bc

2 òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó (1).

Ñëåäîâàòåëüíî, B1 [B2 2 F è B1 \B2 2 F .
Ïîñêîëüêó B1 n B2 = B1 \ Bc

2 è (B1 n B2)
c = B

c
1 [ B2, òî, â ñèëó

âûøåäîêàçàííîãî, B1 n B2 2 F .
2) Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ è �-àëãåáðîé. Ïóñòü fBig �

F � ïðîèçâîëüíàÿ ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ, è B =
1S
i=1

Bi.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî fBig � äèçúþíêò-

íàÿ ñèñòåìà, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæå-

ñòâà Aj = Bj n
S
i<j

Bi; A1 = B1. Òîãäà Aj � äèçúþíêòíàÿ ñèñòåìà,

ïðè÷åì
1F
j=1

Aj =
1S
i=1

Bi.

Â ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìåðû �(B) =
1P
i=1

�(Bi). Ïîñêîëüêó

êàæäîå èç ìíîæåñòâ Bi 2 F , òî äëÿ ëþáîãî i 2 N ñóùåñòâóåò òàêîå

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Ci � Bi, ÷òî �(Bi n Ci) < "
2i
. Ïîëàãàÿ DN =

NF
i=1

Ci, ãäå N âûáðàíî òàê, ÷òî
P
i>N

�(Bi) < ", ïîëó÷àåì

�

� 1G
i=1

Bi nDN

�
=

NX
i=1

�(Bi n Ci) +
X
i>N

�(Bi) < 2":

Òàê êàê DN � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî N , òî B óäîâëåòâî-

ðÿåò (1).

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî Bc óäîâëåòâîðÿåò (1). Çàìåòèì, ÷òî Bc =
1T
i=1

B
c
i . Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî B

c
i çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Ei � B

c
i

òàêîå, ÷òî �(Bc
i nEi) � "

2i
. Ïîëîæèì E =

1T
i=1

Ei. Òîãäà E � çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî è �
�� 1T

i=1

B
c
i

�
n E
�
� �

� 1S
i=1

B
c
i n Ei

�
�

1P
i=1

�(Bc
i n Ei) � ".

Ïîýòîìó
1T
i=1

B
c
i = B

c óäîâëåòâîðÿåò (1).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.
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1.24. Ñëåäñòâèå. Åñëè ìåðû � : B(X) ! [0;+1), �1 : B(X) !
[0;+1) êîíå÷íû è ñ÷åòíî-àääèòèâíû è �(C) = �1(C) äëÿ ëþáîãî îò-

êðûòîãî èëè çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà C, òî îíè ñîâïàäàþò íà âñåõ áî-

ðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ.

1.25. Ñëåäñòâèå. Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû âåðíî è â ñëó÷àå, åñëè

ìåðà � : B(X) ! [0;+1) �-êîíå÷íà, ò. å. X =
1S
n=1

En, ãäå �(En) <

1 äëÿ ëþáîãî n 2 N (à ìåðà ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü

áåñêîíå÷íîé). (ÄÎÊÀÆÈÒÅ!)

2. Ìåðû Õàóñäîðôà

Ïóñòü (X; d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè A � X, òî åãî äèàìåòð

diamA ðàâåí sup
x;y

fd(x; y) : x; y 2 Ag.

2.1. Îïðåäåëåíèå. Äëÿ k � 0, Æ 2 (0;1] è A � X îïðåäåëèì

Hk
Æ (A) =

!k

2k
inf

�X
i2N

(diamEi)
k : diamEi < Æ;A �

[
i2N

Ei

�
;

ãäå !k =
�
k
2

�(k
2
+1)

, à íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ñ÷åòíûì ïîêðûòèÿì

ìíîæåñòâà A. Åñëè ìíîæåñòâî A íåëüçÿ ïîêðûòü ñ÷åòíîé ñîâîêóïíî-

ñòüþ ìíîæåñòâ óêàçàííîãî âèäà, òî ïîëàãàåì Hk
Æ (A) =1. Âåëè÷èíà

Hk(A) = lim
Æ!0

Hk
Æ (A)

íàçûâàåòñÿ (âíåøíåé) ìåðîé Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà A.

2.2. Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ïðè Æ < Æ0 íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî

áîëåå óçêîìó ìíîæåñòâó, òî Hk
Æ (A) � Hk

Æ0
(A) è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

Hk(A) = sup
Æ>0

Hk
Æ (A):

Òàêèì îáðàçîì, ìåðà Õàóñäîðôà îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà

A � X.

2.3. Òåîðåìà. Hk
Æ è Hk � âíåøíèå ìåðû äëÿ ëþáîãî k � 0 è äëÿ

ëþáîãî Æ 2 (0;1].

Áîëåå òîãî,Hk � áîðåëåâñêàÿ ìåðà, ò. å., âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà

èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî âíåøíåé ìåðû Hk.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì Æ 2 (0;1] è k � 0. Ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâà A �
S
j2N

Aj. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå " > 0. Ïóñòü fEj
i g,

i; j 2 N , � ïîêðûòèå Aj ñ÷åòíûì íàáîðîì ìíîæåñòâ E
j
i òàêîå, ÷òî

diamE
j
i < Æ è

!k

2k

X
i2N

(diamE
j
i )
k � Hk

Æ (Aj) +
"

2j

äëÿ âñåõ i; j 2 N . Òîãäà ñîâîêóïíîñòü fEj
i g; i; j 2 N , îáðàçóåò ñ÷åòíîå

ïîêðûòèå A, è, ñëåäîâàòåëüíî,

Hk
Æ (A) �

!k

2k

X
j2N

X
i2N

(diamE
j
i )
k �

X
j2N

Hk
Æ (Aj) + ":

Òàêèì îáðàçîì, Hk
Æ � âíåøíÿÿ ìåðà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ". Ïî-

ñêîëüêó î÷åâèäíî

Hk
Æ (A) �

X
j2N

Hk(Aj);

òî ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè Æ ! 0, ïîëó÷àåì, ÷òî Hk � òàêæå âíåøíÿÿ

ìåðà.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî Hk � áîðåëåâñêàÿ ìåðà, ìû äîêàæåì àääèòèâ-

íîñòü ìåðû Hk íà óäàëåííûõ ìíîæåñòâàõ. Âîçüìåì äâà óäàëåííûõ

ìíîæåñòâà A è B è Æ <
dist(A;B)

4
. Ïî äîêàçàííîìó èìååì

Hk(A [B) � Hk(A) +Hk(B):

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

A [B �
[
l2N

Cl

è diamCl < Æ. Ïóñòü A = fCj : Cj \ A 6= ;g è B = fCi : Ci \ B 6= ;g.
Çàìåòèì, ÷òî A �

S
j;Cj2A

Cj, B �
S

i;Ci2B
Ci è Cj \ Ci = ;, åñëè Cj 2 A è

Ci 2 B. ÏîýòîìóX
l2N

(diamCl)
k �

X
j;Cj2A

(diamCj)
k +

X
i;Ci2B

(diamCi)
k
:

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Hk
Æ (A [ B) � Hk

Æ (A) + Hk
Æ (B), îòêóäà ïðè

Æ ! 0 âûòåêàåò, ÷òî Hk àääèòèâíà íà óäàëåííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïî

êðèòåðèþ Êàðàòåîäîðè 1.21 ïîëó÷àåì, ÷òî âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà

Hk-èçìåðèìû.
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2.4. Òåîðåìà. Hk � ðåãóëÿðíàÿ âíåøíÿÿ ìåðà Áîðåëÿ, ò. å. äëÿ

ëþáîãî ìíîæåñòâà A � X ñóùåñòâóåò B 2 B(X) òàêîå, ÷òî B � A è

Hk(B) = Hk(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî diamC = diamC äëÿ âñåõ C �
X. Ïîýòîìó

Hk
Æ (A) =

!k

2k
inf
nX
i2N

(diamCi)
k : A �

[
i2N

Ci; diamCi < Æ; Ci = Ci

o
:

Âûáåðåì A � X òàêîå, ÷òî Hk(A) < 1. Òîãäà Hk
Æ (A) < 1 äëÿ âñåõ

Æ > 0. Äëÿ êàæäîãî l � 1 âûáåðåì çàìêíóòûå ìíîæåñòâà fC l
ig; i 2 N ,

òàêèå, ÷òî

diamC
l
i � l

�1
; A �

[
i2N

C
l
i è

!k

2k

X
i2N

�
diamC

l
i

�k � Hk
l�1(A) + l

�1
:

Ïîëîæèì Al =
S
i2N

C
l
i è B =

T
l2N

Al. Òîãäà B � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî.

Êðîìå òîãî, A � Al äëÿ êàæäîãî l 2 N è, ñëåäîâàòåëüíî, A � B. Ïðè

ýòîì

Hk
l�1(B) � !k

2k

X
i2N

�
diamC

l
i

�k � Hk
l�1(A) + l

�1
:

Óñòðåìëÿÿ l ! 1, ïîëó÷àåì Hk(B) � Hk(A). Òàê êàê A � B, òî,

â ñèëó ìîíîòîííîñòè, Hk(A) � Hk(B) è, ñëåäîâàòåëüíî, Hk(B) =

Hk(A).

2.5. Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî Hk
Æ � ðåãóëÿðíàÿ ìåðà Áîðåëÿ.

2.6. Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A � X Hk-èçìåðèìî è

Hk(A) <1, òî ñóùåñòâóþò áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà D è B òàêèå, ÷òî

D � A � B è Hk(B nD) = 0.

2.7. Ñâîéñòâà ìåðû Õàóñäîðôà.

1. H0 � ñ÷èòàþùàÿ ìåðà, ò. å. çíà÷åíèå H0(A) ðàâíî êîëè÷åñòâó

ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå A, åñëè îíî êîíå÷íîå, è ðàâíî 1, åñëè A �

áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

2. H1 = j � j� íà R , ãäå j � j� � âíåøíÿÿ îäíîìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà.

3. Hk � 0 íà Rn äëÿ âñåõ k > n.

4. Hk(�A) = �
kHk(A) äëÿ ëþáîãî � > 0.

5. Hk(L(A)) = Hk(A) äëÿ ëþáîãî èçîìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

L : Rn ! R
n .
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Çàìåòèì, ÷òî !0 = 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì,

÷òî H0(fag) = 1 äëÿ ëþáîãî a 2 X, ò. å., H0 � ñ÷èòàþùàÿ ìåðà.

2. Âûáåðåì A � R è Æ > 0. Òàê êàê !1
2

= 1, òî äëÿ ëþáîãî

ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà A ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòüþ ìíîæåñòâ fCjg òàêîé,
÷òî diamCj < Æ èìååì ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòüþ

îäíîìåðíûõ ïðîìåæóòêîâ fTj = [inf Cj; supCj]g, ïðè÷åì diamCj =

jTjj = supCj � inf Cj. Îòñþäà

jAj� � inf
nX
i2N

jTij : A �
[
i2N

Ci

o
= inf

nX
i2N

diamCi : A �
[
i2N

Ci

o
= H1

Æ(A):

(Çäåñü íåëüçÿ ïîñòàâèòü ðàâåíñòâî, òàê êàê ôîðìàëüíî â îïðåäåëåíèè

âíåøíåé ìåðû jAj� ó÷àñòâóþò ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà A îäíîìåðíûìè

ïðîìåæóòêàìè ïðîèçâîëüíîé äëèíû.)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü
S
j2N

Tj � ïðîèçâîëüíîå ïîêðûòèå ìíîæå-

ñòâàA îäíîìåðíûìè ïðîìåæóòêàìè. Ïîëîæèì Il = [lÆ=4; (l+1)Æ=4); l 2
Z. Òîãäà íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå Tj \ Il � ïðîìåæóòîê, diam(Tj \ Il) =
jTj \ Ilj � Æ=2 < Æ, Tj =

S
l2Z

(Tj \ Il) è â ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè

ìåðû
1X

l=�1
diam(Tj \ Il) =

1X
l=�1

jTj \ Ilj = jTjj = diamTj:

Ñëåäîâàòåëüíî,

jAj� = inf
nX
i2N

jTij : A �
[
i2N

Ti

o
= inf

nX
i2N

diamTi : A �
[
i2N

Ti

o
= inf

nX
j2N

1X
l=�1

diam(Tj \ Il) : A �
[
j2N

Tj

o
� H1

Æ(A):

(Çàìåòèì, ÷òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ðàâåíñòâî ïîñòàâèòü íåëüçÿ.)

Òàêèì îáðàçîì, jAj� = H1
Æ(A) äëÿ âñåõ Æ > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, jAj� =

H1(A) íà R .

3. Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m � 1. Åäèíè÷íûé êóá Q â

R
n ðàñêëàäûâàåòñÿ íà mn êóáîâ ñî ñòîðîíàìè 1

m
è äèàìåòðàìè

p
n

m
.
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Ïîýòîìó

Hkp
n

m

(Q) � !k

2k

mnX
i=1

�p
n

m

�k
=
!k

2k
n

k
2m

n�k
:

Òàê êàê !k
2k
n

k
2m

n�k ! 0 ïðè m ! 1, åñëè k > n, òî Hk(Q) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòè, Hk(Rn) = 0.

Ñâîéñòâà 4 è 5 î÷åâèäíû: â ïåðâîì èç íèõ äèàìåòðû ìíîæåñòâ èç

ïîêðûòèÿ èçìåíÿþòñÿ � ðàç, âî âòîðîì � íå ìåíÿþòñÿ.

2.8. Ëåììà. Ïóñòü A � X è Hk
Æ (A) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî 0 < Æ � 1.

Òîãäà Hk(A) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî ïðè k = 0. Ïî-

ýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k > 0. Ôèêñèðóåì " > 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò

ìíîæåñòâà fCjg; j 2 N , òàêèå, ÷òî A �
S
j2N

Cj è

!k

2k

X
j2N

(diamCj)
k � ":

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî j 2 N èìååì

diamCj � 2
�
"

!k

� 1

k

= �("):

Ïîýòîìó Hk
�(")

(A) � ". Òàê êàê �(")! 0 ïðè "! 0, òî Hk(A) = 0.

2.9. Ëåììà. Ïóñòü A � X è 0 � k < t <1.

1: Åñëè Hk(A) <1, òî Ht(A) = 0.

2: Åñëè Ht(A) > 0, òî Hk(A) =1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. ÏóñòüHk(A) <1. Ôèêñèðóåì Æ > 0. Òîãäà

ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà fCjg, j 2 N , òàêèå, ÷òî diamCj < Æ, A �
S
j2N

Cj

è
!k

2k

X
j2N

(diamCj)
k � Hk

Æ (A) + 1 � Hk(A) + 1:

Ïîýòîìó

Ht
Æ(A) �

!t

2t

X
j2N

(diamCj)
t

=
!t

!k
2k�t

X
j2N

!k

2k
(diamCj)

k(diamCj)
t�k � !t

!k
2k�tÆt�k(Hk(A) + 1):

(2.1)
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Óñòðåìëÿÿ Æ ! 0, ïîëó÷èì Ht(A) = 0. Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 2 âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (2.1).

2.10. Îïðåäåëåíèå. Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà A � X

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

dimH(A) = inffs : 0 � s <1; Hs(A) = 0g:

2.11. Çàìå÷àíèå. 1: Ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà è

ïî ëåììå 2.9 âèäíî, ÷òî s = dimH(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ht(A) = 0 äëÿ âñåõ t > s è Ht(A) =1 äëÿ âñåõ t < s.

2.12. Òåîðåìà (èçîäèàìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî). Ïóñòü

A � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî â Rk . Òîãäà

jAj� � !k

�diamA

2

�k
:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî A çàìêíóòî (íàäî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî diamA = diamA, à jAj� � jAj�) è diamA < 1. Ôèêñèðóåì

åäèíè÷íûé âåêòîð e 2 R
k . Òîãäà

R
k = R

k�1
e � feg;

ãäå Rk�1e � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê e 2 R
k .

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì 
 = Pe(A) ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà A íà R
k�1
e .

Äàëåå, ïóñòü

2h(x) = jA \ Lxj1; x 2 
;

ãäå Lx � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x â íàïðàâëåíèè e, à j � j1 � îäíî-

ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà. Ïî òåîðåìå Ôóáèíè ïîëó÷àåì, ÷òî h(x) èíòåãðè-

ðóåìà, à, çíà÷èò, èçìåðèìà, è

2

Z



h(x) dx = jAj:

(Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà A. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå

Ôóáèíè èìååì jAj� =
R
A

�A dz =
R



dx
R

A\Lx
dy = 2

R



h(x) dx.)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Se(A) = f(x; y) 2 R
k�1
e � R : x 2 
; jyj � h(x)g:
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Î÷åâèäíî jAj� = jSe(A)j�: äåéñòâèòåëüíî,

jAj� =
Z



dx

Z
A\Lx

dy = 2

Z



h(x) dx = jSe(A)j�:

Çàìåòèì, ÷òî Se(A) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ e.

Äîêàæåì, ÷òî diamSe(A) � diamA, èëè

diamSe(A) = sup
x;x02


p
jx� x0j2 + (h(x) + h(x0))2

� sup
x;x02


diam((Lx \A) [ (Lx0 \A)) = diamA:

Ïîëîæèì

b = sup(Lx \ A); a = inf(Lx \A);
b
0 = sup(Lx0 \ A); a0 = inf(Lx0 \ A):

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b � a
0 � b

0 � a. Ïî-

ñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè h

b
0 � a

0 � 2h(x0) è b� a � 2h(x);

òî èìååì b� a
0 � h(x) + h(x0) è ïîýòîìó

diam((Lx \A) [ (Lx0 \A)) =
p
jx� x0j2 + jb� a0j2

�
p
jx� x0j2 + (h(x) + h(x0))2:

Âîçüìåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ fe1; : : : ; ekg â Rk è äëÿ ìíîæå-

ñòâà A � R
k ðàññìîòðèì åãî ñèììåòðèçàöèþ

S(A) = Se1 Æ : : : Æ Sek(A):

Òîãäà

diamS(A) � diamA è jS(A)j = jAj:
Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, Sek(A) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà-

ïðàâëåíèÿ ek. Äàëåå, ìíîæåñòâî Sek�1 Æ Sek(A) cèììåòðè÷íî îòíîñè-

òåëüíî íàïðàâëåíèÿ ek�1 è â íåì ñîõðàíÿåòñÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî

ek. Äåéñòâèòåëüíî, ñâîéñòâî ñèììåòðèè ìíîæåñòâà Sek(A) îòíîñèòåëü-

íî íàïðàâëåíèÿ ek ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî åñëè òî÷êà

(x1; : : : : : : ; xk�1; xk) 2 Sek(A); òî (x1; : : : ; xk�1;�xk) 2 Sek(A):
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Îòñþäà äëÿ ôóíêöèè h, ó÷àñòâóþùåé â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà Sek�1 Æ
Sek(A) ïðè e = ek�1 èìååì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

h(x1; : : : ; xk�2; xk) = h(x1; : : : ; xk�2;�xk):

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè òî÷êà (x1; : : : ; xk�2; xk�1; xk) 2 Sek�1 Æ Sek(A), òî
îäíîâðåìåííî

(x1; : : : ; xk�2; xk�1;�xk) 2 Sek�1 Æ Sek(A) è

(x1; : : : ; xk�2;�xk�1; xk) 2 Sek�1 Æ Sek(A):

Îòñþäà âûâîäèì

(x1; : : : ; xk�2;�xk�1;�xk) 2 Sek�1 Æ Sek(A):

Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñòðîåííîå

ìíîæåñòâî S(A) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèé e1; : : : ; en.

Òîãäà S(A) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, è êàæäîìó

x 2 S(A) ñîîòâåòñòâóåò �x 2 S(A):

x 2 S(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � x 2 S(A):

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî x 2 S(A) èìååì

2jxj � diamS(A) è x 2 B
�
0;

diamS(A)

2

�
:

Òîãäà è

S(A) � B

�
0;

diamS(A)

2

�
:

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

jAj� = jS(A)j� � !k

�diamS(A)�
2

�k
� !k

�diamA

2

�k
;

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.13. Òåîðåìà î ñîâïàäåíèè ìåð Ëåáåãà è Õàóñäîðôà. Äëÿ

ëþáîãî B � R
k

jBj� = Hk(B):

(Çäåñü j � j� � âíåøíÿÿ k-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà.)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òaê êàê îáå ìåðû � ðåãóëÿðíûå ìåðû Áîðåëÿ

(ñì. òåîðåìó 2.4), òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîâïàäåíèå ìåð äëÿ áîðå-

ëåâñêîãî ìíîæåñòâà B. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B îãðàíè÷åíî. Ôèêñèðóåì

Æ > 0 è ïóñòü B �
S
i2N

Bi, ãäå diamBi < Æ äëÿ âñåõ i 2 N . Òîãäà èç

èçîäèàìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà èìååì

jBj� �
X
i2N

jBij� �
!k

2k

X
i2N

(diamBi)
k
:

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ïîêðûòèÿì, ïîëó÷àåì

jBj� � Hk
Æ (B)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

jBj� � Hk(B):

Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Âûáåðåì îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî A � B è Æ > 0. Îïðåäåëèì ñèñòåìó

F = fB(x; r) : x 2 B; B(x; r) � A; 2r < Æg

çàìêíóòûõ øàðîâ, îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå Âèòàëè ìíîæåñòâà B. Ïî

òåîðåìå Âèòàëè ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíóþ äèçúþíêòíóþ

ïîäñèñòåìó fB(xi; ri)g = fBig òàêóþ, ÷òî jEj� = 0, ãäå

E = B n
[
i2N

B(xi; ri):

Ïîýòîìó èìååì

Hk
Æ (B) � Hk

Æ

�[
i2N

Bi

�
+Hk

Æ (E) �
X
i2N

Hk
Æ (Bi) +Hk

Æ (E)

�
X
i2N

!n

2k
(2ri)

k +Hk
Æ (E) =

X
i2N

jBij+Hk
Æ (E) � jAj+Hk

Æ (E):

Îòñþäà Hk(B) � jAj è, ñëåäîâàòåëüíî, Hk(B) � jBj�, ïîñêîëüêó
Hk
Æ (E) = 0 (ÏÐÎÂÅÐÈÒÜ!) è jBj� = inffjAj : A îòêðûòî è B � Ag â

ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ìåðû Ëåáåãà.

Òàêèì îáðàçîì, jBj� = Hk(B).

2.14. Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 2.13 âûòåêàåò, ÷òî åñëè â ïðîñòðàí-

ñòâå Rk ôèêñèðîâàíà åâêëèäîâà ìåòðèêà j � j2, òî dimH(Rk) = k. Îò-

ìåòèì, ÷òî dimH(A) � k äëÿ ëþáîãî A � R
k .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 2.13 Hk(Rk) =

1, à â ñèëó ñâîéñòâ 2.7 ìåðû ÕàóñäîðôàHs(Rk) = 0 äëÿ ëþáîãî s > k.

2.15. Çàäà÷à. Êàêîâà õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü R
k ñ ìåòðèêîé

d(x; y) = j � j�2 , ãäå � � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

3. Ôîðìóëà ïëîùàäè

Ìíîæåñòâî Z
k òî÷åê â R

k , èìåþùèõ öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû,

îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèåD0 ïðîñòðàíñòâà R
k íà êóáû ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé

åäèíèöå. Â ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàññìîòðåíèÿõ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ýòè êóáû ¾çàìêíóòû ñëåâà¿: êàæäûé êóá Q 2 D0 èìååò âèä

[s1; s1 + 1)� [s2; s2 + 1)� : : :� [sk; sk + 1);

ãäå (s1; : : : ; sk) 2 Z
k. Êðîìå òîãî, âíóòðåííîñòü òàêîãî êóáà ñîâïàäàåò

ñ íåêîòîðûì øàðîì â ìåòðèêå j � j1 ðàäèóñà 1=2, öåíòð êîòîðîãî ðàñ-

ïîëîæåí â òî÷êå (s1 +1=2; s2+1=2; : : : ; sk+1=2). Î÷åâèäíî, ÷òî D0 �

äèçúþíêòíàÿ ñèñòåìà êóáîâ è Rk =
S

Q2D0

Q.

Ðàçáèåíèå D0 îïðåäåëÿåò íàáîð äâîè÷íûõ êóáîâ

Dn = 2�nD0 = f2�nQ : Q 2 D0g

äëÿ ëþáîãî n 2 Z. (Çäåñü �Q = f�x : x 2 Qg, ãäå � 2 R � ïðîèçâîëü-

íîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.) Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé êóá Q 2 Dn èìååò

âèä h
s1

2n
;
s1 + 1

2n

�
�
h
s2

2n
;
s2 + 1

2n

�
� : : :�

h
sk

2n
;
sk + 1

2n

�
;

ãäå (s1; : : : ; sk) 2 Z
k . Âíóòðåííîñòü ýòîãî êóáà ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì

øàðîì â ìåòðèêå j � j1 ðàäèóñà 1=2n+1, öåíòð êîòîðîãî ðàñïîëîæåí

â òî÷êå
�

2s1+1

2n+1
;
2s2+1

2n+1
; : : : ;

2sk+1

2n+1

�
. Î÷åâèäíî, ÷òî Dn � äèçúþíêòíàÿ

ñèñòåìà êóáîâ è Rk =
S

Q2Dn

Q.

3.1. Ñâîéñòâî. Ïóñòü (Rk ; j � j1) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à


 � R
k � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü n0 2 Z � ïðîèçâîëüíîå öåëîå

÷èñëî òàêîå, ÷òî fQ 2 Dn0 j Q � 
g 6= ;. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n � n0

ñóùåñòâóåò íåïóñòîé íàáîð Mn äâîè÷íûõ êóáîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) Mn = fQ 2 Dn : Q � 
g;
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2) ìíîæåñòâî Mn =
S

Q2Mn

Q � 
 áîðåëåâñêîå;

3) Mn �Mn+1;

4)
S
n�n0

Mn = 
;

5) lim
n!1

jMnj = j
j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó 
 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî âñåãäà

âîçìîæåí âûáîð òàêîãî n0, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí êóá èç Dn0 ñî-

äåðæèòñÿ â 
. Òðåáóåìûé íàáîð Mn äâîè÷íûõ êóáîâ ïðè n � n0

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì 1. Òàê êàê êàæäûé êóá � áîðåëåâñêîå ìíîæå-

ñòâî, òî è ìíîæåñòâî Mn òàêæå áîðåëåâñêîå. Î÷åâèäíî, êàæäûé êóá

Q 2Mn ðàçáèâàåòñÿ íà 2k ðàâíûõ êóáîâ, âõîäÿùèõ â ðàçáèåíèå Dn+1,

à ñëåäîâàòåëüíî, è â Mn+1. Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåòüå ñâîéñòâî. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ÷åòâåðòîãî ñâîéñòâà âîçüìåì òî÷êó x 2 
. Çàìåòèì,

÷òî åñëè n � n0 � òàêîå ÷èñëî, ÷òî 1

2n
< dist(x; @
), òî äâîè÷íûé êóá

èç íàáîðà Dn, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò òî÷êà x, ñîäåðæèòñÿ â 
 âìå-

ñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò íàáîðó Mn.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ëåììû 1.15.

3.2. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (M1; d1); (M2; d2) � ìåòðè÷åñêèå ïðî-

ñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå f : (M1; d1) ! (M2; d2) íàçûâàåòñÿ ëèïøè-

öåâûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L 2 R , íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííîé

Ëèïøèöà, òàêàÿ, ÷òî

d2(f(x); f(y)) � Ld1(x; y)

äëÿ ëþáûõ x; y 2 M1. Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü òàêèõ ïîñòîÿííûõ Ëèï-

øèöà îáîçíà÷àòñÿ ñèìâîëîì Lip(f).

Îòîáðàæåíèå f : (M1; d1) ! (M2; d2) íàçûâàåòñÿ áèëèïøèöåâûì,

åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå 0 < L; L <1 òàêèå, ÷òî

Ld1(x; y) � d2(f(x); f(y)) � Ld1(x; y)

÷òî äëÿ ëþáûõ x; y 2M1.

Íàïîìíèì, ÷òî îáîçíà÷åíèå W b U , U � R
k , ìû ïðèìåíÿåì â òîì

ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî U îòêðûòî, ìíîæåñòâîW îãðàíè÷åíî è W �
U (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâîW êîìïàêòíî âëîæåíî â U).

Ìíîæåñòâî W íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ äâóìÿ òî÷êàìè

x; y 2 W ìíîæåñòâó W ïðèíàäëåæèò òàêæå è îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé

ýòè òî÷êè.
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3.3. Ïðèìåð. Øèðîêèé êëàññ ëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé ìîæíî

îïèñàòü ñëåäóþùèì óñëîâèåì. Ïóñòü U � R
k � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,

f : U ! R
m ïðèíàäëåæèò êëàññó C1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî

ìíîæåñòâà W b U ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ � 2 R , çàâèñÿùàÿ ëèøü îò

ðàçìåðíîñòåé k è m, è òàêàÿ, ÷òî

jf(x)� f(y)j � sup
�2W

kdf(�)kjx� yj

äëÿ âñåõ òî÷åê x; y 2W .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû

(m� k)-ìàòðèöû A(x), x 2 U , � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè â òî÷êå x0, òî

åå íîðìà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v =
kP
i=1

viei,

ãäå feig � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, è åâêëèäîâà íîðìà jvj íå ïðå-
âîñõîäèò 1, òî

jA(x)vj �
kX
i=1

jvijjA(x)eij � jvj

vuut kX
i=1

jA(x)eij2 �

vuut kX
i=1

mX
j=1

a2ij(x):

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè v, jvj � 1, èìååì

kA(x)k �

vuut kX
i=1

mX
j=1

a2ij(x):

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü íîðìû â òî÷êå x0,

ïîñêîëüêó

kA(x)� A(x0)k �

vuut kX
i=1

mX
j=1

jaij(x)� aij(x0)j2:

Ïóñòü L = L(x; y), x; y 2 W � îòðåçîê â W , ñîåäèíÿþùèé x è y, à

M = sup
�2L

k df(�)k. Ïóñòü åùå �(t) � åãî íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ:

� : [0; l] ! W , �(0) = x, �(l) = y, j�0(t)j = 1 äëÿ âñåõ t 2 (0; l). Òîãäà
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ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

jf(x)� f(y)j =
�����
jx�yjZ
0

df(�(t)) dt

����� �
jx�yjZ
0

kdf(�(t))k dt

�M

jx�yjZ
0

dt � sup
�2W

k df(�)kjx� yj:

3.4. Òåîðåìà. Ïóñòü (M1; d1); (M2; d2) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà è s 2 [0;1).

1. Åñëè f : (M1; d1) ! (M2; d2) � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ñ

ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà L, òî

Hs(f(A)) � L
sHs(A)

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A �M1.

2. Åñëè f : (M1; d1) ! (M2; d2) � áèëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ñ

ïîñòîÿííûìè L è L, òî

L
sHs(A) � Hs(f(A)) � L

sHs(A)

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A �M1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ôèêñèðóåì Æ > 0 è âûáèðàåì ïîêðûòèå

fEig, i 2 N , ìíîæåñòâà A òàêèì îáðàçîì, ÷òî diamEi < Æ äëÿ âñåõ

i 2 N . Òîãäà
S
i2N

f(Ei) � f(A). Èç óñëîâèÿ òåîðåìû èìååì, ÷òî

diam f(Ei) � L diamEi (ÏÐÎÂÅÐÈÒÜ), ïîýòîìó diamf(Ei) � LÆ äëÿ

ëþáîãî i 2 N . Îòñþäà

Hs
LÆ(f(A)) �

!s

2s

X
i2N

(diamf(Ei))
s � !s

2s
L
s
X
i2N

(diamEi)
s
:

Ïåðåõîäÿ ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ïîêðûòèÿì fEig ìíîæåñòâà A, ïî-
ëó÷àåì

Hs
LÆ(f(A)) � L

sHs
Æ(A):

Ïðè Æ ! 0 èìååì Hs(f(A)) � L
sHs(A).

2. Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1.
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3.5. Ñëåäñòâèå. 1. Åñëè f : (M1; d1) ! (M2; d2) � ëèïøèöåâî

îòîáðàæåíèå. Òîãäà èç Hs(A) = 0 ñëåäóåò Hs(f(A)) = 0 äëÿ âñåõ

A �M1.

2. Åñëè f : (M1; d1) ! (M2; d2) � áèëèïøèöåâî, òî Hs(A) = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Hs(f(A)) = 0 äëÿ âñåõ A �M1.

Íàïîìíèì ðàçíèöó â îáîçíà÷åíèÿõ: ñèìâîë jAj� îáîçíà÷àåò âíåø-
íþþ ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà A, â òî âðåìÿ êàê ñèìâîë jAj îáîçíà÷àåò
ìåðó Ëåáåãà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A. ßñíî, ÷òî jAj� = jAj, åñëè ìíî-
æåñòâî A èçìåðèìî, îäíàêî, ýòî ðàâåíñòâî íå èìååò íèêàêîãî ñìûñëà,

åñëè ìíîæåñòâî A íåèçìåðèìî. Ýòî ñîãëàøåíèå êîíòðàñòèðóåò ñ ïðè-

ìåíåíèåì ñèìâîëà Hn äëÿ ìåðû Õàóñäîðôà, òàê êàê îí îäèí è òîò æå

êàê äëÿ èçìåðèìîãî, òàê è äëÿ íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâ.

3.6. Ëåììà. Ïóñòü U � R
k � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à îòîáðàæåíèå

f : U ! R
m ïðèíàäëåæèò êëàññó C

1, k � m. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K � U ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L = L(K) 2 R

òàêàÿ, ÷òî

Hk(f(A)) � L
kjAj� äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A � K:

(Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ïîñòîÿííîé L ìîæíî âçÿòü sup
�2K

kdf(�)k.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ìåðû Õàóñäîðôà è ìåðû

Ëåáåãà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî óòâåðæäåíèÿ äëÿ áîðåëåâñêî-

ãî ìíîæåñòâà A � K.

Ïóñòü n 2 N � òàêîå ÷èñëî, ÷òî ìíîæåñòâî Mn èç ñâîéñòâà 3.1, ïî-

ñòðîåííîå ïî ìíîæåñòâó U , ñîäåðæèò äàííîå ìíîæåñòâî K è Mn � U ,

ò. å. K � Mn � U . Íàïîìíèì, ÷òî Mn ñîñòàâëåíî èç íàáîðà Mn

êóáîâ Q 2 Dn òàêèõ, ÷òî Q � U . Íà êàæäîì òàêîì êóáå îòîáðàæå-

íèå f ëèïøèöåâî (ñì. ïðèìåð 3.3). Â êà÷åñòâå ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà

îòîáðàæåíèÿ f íà ëþáîì èõ êóáîâ Q 2 Mn ìîæíî âçÿòü îäíî ÷èñëî

Ln = sup
�2Mn

kdf(�)k = max
�2K

kdf(�)k+ o(1) ïðè n!1. Ïî òåîðåìå 3.4 è

òåîðåìå î ñîâïàäåíèè ìåð Ëåáåãà è Õàóñäîðôà èìååì

Hk(f(A \Q)) � L
k
njA \Qj�
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äëÿ ëþáîãî êóáà Q 2Mn. Îòñþäà ïîëó÷àåì

Hk(f(A)) = Hk(f(A \Mn)) =
X
Q2Mn

Hk(f(A \Q))

� L
k
n

X
Q2Mn

Hk(A \Q) = L
k
n

X
Q2Mn

jA \Qj� = L
k
njAj�:

Ïîñêîëüêó lim
n!1

Ln = L, òî Hk(f(A)) � L
kjAj�.

3.7. Ñëåäñòâèå. Åñëè jW j = 0, òî è Hk(f(W )) = 0.

Ñôîðìóëèðóåì àëãåáðàè÷åñêóþ ëåììó, èñïîëüçóåìóþ íèæå.

3.8. Ëåììà. Ïóñòü L : Rk ! R
m , k � m, � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) îòîáðàæåíèå L : Rk ! R
m èíúåêòèâíîå;

2) rankL = k;

3) inf
jvj=1

kL(v)k > 0;

4) det(L�L) > 0.

3.9. Ëåììà. Åñëè L : Rk ! R
m
; k � m, � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå,

òî

Hk(L(A)) =
p

det(L�L)jAj
äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A � R

k (çäåñü j � j � k-ìåðíàÿ ìåðà

Ëåáåãà).

Îïèøåì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû. Âåëè-

÷èíà det(L�L) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Ãðàìà ìàòðèöû L. Åñëè

e1; : : : ; ek 2 R
k � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â R

k , à a1 = L(e1); : : : ; ak =

L(ek) 2 R
m � èõ îáðàçû, òî îïðåäåëèòåëü Ãðàìà ìàòðèöû L ðàâåí

êâàäðàòó îáúåìà k-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû

a1; : : : ; ak

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü rankL < k. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

det(L�L) = 0, a, ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê îáðàç L(Rk) ñîäåðæèòñÿ

â ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ìåíüøå k, òî ïî

ñâîéñòâó 2 ìåðû Õàóñäîðôà (ñì. 2.7) èìååì Hk(L(Rk)) = 0.

2. Ïóñòü òåïåðü rankL = k. Òîãäà dimL(Rk) = k. Ðàññìîòðèì

òàêîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå O 2 SO(m), ÷òî (O Æ L)(Rk) =
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R
k � f0gm�k. Ïîñêîëüêó îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ èçî-

ìåòðè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, òî èç ñâîéñòâà 5 ìåðû Õàóñäîðôà òåî-

ðåìû 2.7 âûòåêàåò åå èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîýòîìó

Hk((O Æ L)(A)) = Hk(L(A)): (3.1)

Îáîçíà÷èì L0 = O ÆL. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñèëó âûáîðà O ìàòðèöà L0

èìååò âèä

L
0 =

0BB@
L
00

0 0 0

::: ::: :::

0 0 0

1CCA ;

ãäå L00 � êâàäðàòíàÿ (k � k)-ìàòðèöà. Òîãäà L0� èìååò âèä

L
0� =

0@ 0 ::: 0

L
00�

0 ::: 0

0 ::: 0

1A :

Çàìåòèì, ÷òî

jL00(A)j = j detL00j � jAj:
Òàê êàê detL00� = detL00, òî

j detL00j =
p

det(L00�L00):

Èç ðàâåíñòâ L00� Æ L00 = L
0� Æ L0 = L

� Æ O� Æ O Æ L = L
� Æ L, (3.1) è

òåîðåìû 2.13 ïîëó÷àåì

Hk(L(A)) = Hk((O Æ L)(A)) = Hk(L00(A)) = jL00(A)j =
p

det(L�L)jAj;
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.10. Ëåììà î êàñàòåëüíîì îòîáðàæåíèè. Ïóñòü U � R
k

� îòêðûòîå ìíîæåñòâî, f : U ! R
m
; k � m, � èíúåêòèâíîå îòîáðà-

æåíèå êëàññà C1 è rank df(x) = k äëÿ âñåõ òî÷åê x 2 U . Ïóñòü åùå

g(y) = f(x)+df(x)(y�x)� êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå f â òî÷êå x 2 U .
Òîãäà

(1� o(1))jg(y)� g(z)j � jf(y)� f(z)j � (1 + o(1))jg(y)� g(z)j (3.2)

äëÿ òî÷åê y, z 2 Q(x; r), ãäå o(1) � íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà è

o(1)! 0 ïðè r! 0.

Åñëè F � U � ôèêñèðîâàííûé êîìïàêò, òî âåëè÷èíà o(1) ðàâíî-

ìåðíà íà F ïðè r ! 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ rank df(x) = k äëÿ âñåõ

òî÷åê x 2 U . Ôèêñèðóåì x 2 U è êîìïàêò F � U , ñîäåðæàùèé

òî÷êó x. Òîãäà f(y)� f(z) = df(z)(y � z) + o(1)(y � z), ãäå âåëè÷èíà

o(1) ðàâíîìåðíà íà F ïðè r ! 0. Î÷åâèäíî èìååì

f(y)� f(z) = (df(z)� df(x))(y � z) + df(x)(y � z) + o(1)(y � z)

= (df(z)� df(x))(y � z) + (g(y)� g(z)) + o(1)(y � z);

ãäå g(y) = f(x) + df(x)(y � x) � êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå f â òî÷êå

x 2 U , à âåëè÷èíà o(1) ðàâíîìåðíà íà F ïðè r ! 0. Çàìåòèì, ÷òî

kdf(z)� df(x)k = o(1), ãäå o(1)! 0 ïðè r ! 0 ðàâíîìåðíî íà F .

Äàëåå èìååì g(y)� g(z) = df(x)(y � z). Ïîñêîëüêó ëèíåéíîå îòîá-

ðàæåíèå df(x) âçàèìíî îäíîçíà÷íî, òî â ñèëó ëåììû 3.8 ïîëó÷àåì

jy � zj � k(df(x))�1kjg(y)� g(z)j;

ãäå (df(x))�1 � îïðåäåëåííîå íà df(x)(Rk) îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê

df(x). Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

U 3 x 7! inf
jvj=1

kdf(x)(v)k

íå îòãðàíè÷åíà ñíèçó îò íóëÿ íà U , òî íîðìà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

(df(x))�1 ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé íà U . Îäíàêî, åñëè ìû

âîçüìåì ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî F â U , òî

inf
x2F

inf
jvj=1

kdf(x)(v)k �M =M(F ) > 0:

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè inf
x2F

inf
jvj=1

kdf(x)(v)k = 0, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 2 F òàêàÿ, ÷òî

inf
jvj=1

kdf(x0)(v)k = 0:

Òîãäà ïî ëåììå 3.8 rankdf(x0) < k, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïî-

ýòîìó sup
x2F

k(df(x))�1k <1 íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå F � U .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ïîëó÷àåì

f(y)� f(z) = (g(y)� g(z)) + o(1)(y � z)

= (g(y)� g(z)) + o(1)(g(y)� g(z)) = (1 + o(1))(g(y)� g(z));

30



ãäå o(1)! 0 ïðè r! 0 ðàâíîìåðíî íà F . Îòñþäà

jf(y)� f(z)j = j1 + o(1)jjg(y)� g(z)j:

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

1� jo(1)j � j1 + o(1)j � 1 + jo(1)j

è ëåììà äîêàçàíà.

3.11. Ëåììà î ëîêàëüíîì èñêàæåíèè ìåðû. Ïóñòü U �
R
k � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, f : U ! R

m
; k � m, � èíúåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå êëàññà C1 è rank df(x) = k äëÿ âñåõ òî÷åê x 2 U . Òîãäà
äëÿ ëþáîãî x 2 U ñóùåñòâóåò ïðåäåë

J (x; f)
def
=
p

det(df �(x)df(x)) = lim
r!0

Hk(f(Q(x; r)))

jQ(x; r)j : (3.3)

Åñëè F � U � ôèêñèðîâàííûé êîìïàêò, òî ýòîò ïðåäåë ðàâíîìåðåí

íà F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ rank df(x) = k äëÿ âñåõ

òî÷åê x 2 U . Ôèêñèðóåì x 2 U . Ïîëîæèì g(y) = f(x) + df(x)(y � x).

Ðàññìîòðèì äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà:

(M1; d1) = (Q(x; r); d1(t; s) = jg(t)� g(s)j äëÿ t; s 2 Q(x; r));

(M2; d2) = (f(Q(x; r)); j � j):

Â ñèëó (3.2) îòîáðàæåíèå f : Q(x; r)! f(Q(x; r)) ÿâëÿåòñÿ áèëèïøè-

öåâûì îòîáðàæåíèåì ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (M1; d1) è (M2; d2):

(1� o(1))jg(y)� g(z)j � jf(y)� f(z)j � (1 + o(1))jg(y)� g(z)j (3.4)

äëÿ òî÷åê y, z 2 Q(x; r), ãäå o(1) ! 0 ðàâíîìåðíî íà ôèêñèðîâàííîì

êîìïàêòå F � U ïðè r! 0.

Èñïîëüçóÿ èçîìåòðè÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ

g : (M1; d1)! (g(Q(x; r)); j � j);

ïî òåîðåìå 3.4 ïîëó÷àåì

(1� o(1))kHk(g(Q(x; r))) � Hk(f(Q(x; r)))

� (1 + o(1))kHk(g(Q(x; r))):
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Íàïîìíèì, ÷òî Hk(g(Q(x; r))) = Hk(df(x)(Q(x; r))), òàê êàê ìå-

ðà Õàóñäîðôà èíâàðèàíòíà ïðè ñäâèãå (çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ ñâîéñòâî 5

ëåììû 2.7, òàê êàê ñäâèã � èçîìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå).

Äàëåå èç ëåììû 3.9 âûòåêàåò

(1� o(1))k
p

det(df �(x)df(x))jQ(x; r)j � Hk(f(Q(x; r)))

� (1 + o(1))k
p

det(df �(x)df(x))jQ(x; r)j:

Îòñþäà èìååì

(1� o(1))k
p

det(df �(x)df(x))

� Hk(f(Q(x; r)))

jQ(x; r)j � (1 + o(1))k
p

det(df �(x)df(x)):

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

J (x; f) = lim
r!0

Hk(f(Q(x; r)))

jQ(x; r)j =
p

det(df �(x)df(x)):

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïðåäåë ðàâíîìåðåí íà ëþáîì ôèêñèðîâàííîì êîì-

ïàêòå F � U .

3.12. Ëåììà îá îáðàçå ìíîæåñòâà âûðîæäåíèÿ. Ïóñòü

U � R
k � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, f : U ! R

m
; k � m, � îòîáðàæåíèå

êëàññà C1 è Z = fx 2 U : rank df(x) � n < kg. Òîãäà

Hk(f(Z)) = 0:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî Z = fx 2 U : rank df(x) �
n < kg íåïóñòî. Èñ÷åðïàåì U ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòüþ êîìïàêòíûõ

ïîäìíîæåñòâ F0 � F1 � : : :. Ôèêñèðóåì " > 0 è l 2 N . Òîãäà â ñèëó

ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè df : U � R
k ! R

k�m (ìû çäåñü îòîæäå-

ñòâëÿåì äèôôåðåíöèàë ñ åãî ìàòðèöåé ïîðÿäêà k�m) íà Fl ñóùåñòâóåò
r0(Fl) < dist(Fl; @U)=2 òàêîå, ÷òî

jf(y)� [f(x) + df(x)(y � x)]j < "r

äëÿ ëþáûõ òî÷åê x 2 Fl è y 2 Q(x; r), ãäå r 2 (0; r0(Fl)). Çàìåòèì,

÷òî êóá Q(x; r) ëåæèò â r0(Fl)-îêðåñòíîñòè Vl ìíîæåñòâà Fl è ïðè ýòîì

Vl b U . Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç f(Q(x; r)) ëþáîãî êóáà Q(x; r), x 2 Fl,

r < r0(Fl), ëåæèò â "r-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà ff(x)+ df(x)(Q(0; r))g.
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Çàìåòèì, ÷òî îáðàç df(x)(Q(0; r)), x 2 Z \ Fl, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ n-

ìåðíîé ïëîñêîñòè è èìååò ëèíåéíûé ðàçìåð O(r), ãäå O íå çàâèñèò îò

x 2 Fl, ò. å. diam(df(x)(Q(0; r))) � Clr, ãäå Cl íå çàâèñèò îò âûáîðà

òî÷êè x 2 Fl, òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ f îãðàíè÷å-

íû íà Fl. Ïîýòîìó "r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà ff(x) + df(x)(Q(0; r))g
ñîäåðæèòñÿ â íå áîëåå ÷åì O

�
rn

"nrn

�
= O

�
1

"n

�
ðàâíîâåëèêèõ êóáàõ, äèà-

ìåòð êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò "r. Îòñþäà äëÿ ëþáîãî òà-

êîãî êóáà Q(x; r) ñïðàâåäëèâî

Hk
"r(f(Q(x; r))) = O(("r)k)O

� 1

"n

�
= O("k�nrk) = "

k�n
O(jQ(x; r)j);

ãäå O ðàâíîìåðíîå íà Fl. Ïîêðîåì ìíîæåñòâî Z \ Fl äâîè÷íûìè êó-

áàìè fQig òàê, ÷òîáû Fl \ Qi 6= ; äëÿ âñåõ i è äèàìåòð êàæäîãî èç

íèõ íå ïðåâîñõîäèë � < r0(Fl)=2. Åñëè xi 2 Fl \ Qi � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà, òî Qi � Q(xi; ri), ãäå ri � òàêîå ÷èñëî, ÷òî äèàìåòð Q(xi; ri)

íå ïðåâîñõîäèò äâóõ äèàìåòðîâ Qi (òàêèì îáðàçîì, ri � 2� < r0(Fl)).

Òîãäà èìååì

Hk
"r(f(Z \ Fl)) �

X
i2N

Hk
"r(f(Qi)) �

X
i2N

Hk
"r(f(Q(xi; ri)))

� "
k�n
X
i2N

O(jQ(xi; rij) � 2k"k�n
X
i2N

O(jQij) � 2k"k�nCjVlj:

Â ñèëó ïðîèçâîëà â âûáîðå " ïîëó÷àåì Hk(f(Z \ Fl)) = 0 äëÿ âñåõ

l 2 N . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó

1.15.

3.13. Ëåììà. Ïóñòü U � R
k � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, Z � U � ìíî-

æåñòâî íóëåâîé ìåðû, à g : U ! R � íåïðåðûâíàÿ íà U nZ ôóíêöèÿ.

Òîãäà

lim
r!0

1

jQ(x; r)j

Z
Q(x;r)

g(y) dy = g(x) (3.5)

äëÿ ëþáîé òî÷êè x 2 U n Z.
Åñëè g : U ! R � íåïðåðûâíàÿ íà U ôóíêöèÿ, òî ñõîäèìîñòü â

(3.5) áóäåò ðàâíîìåðíîé íà âñÿêîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå F � U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x 2 U n Z � òî÷êà íåïðå-

ðûâíîñòè ôóíêöèè g, òî jg(y) � g(x)j = o(1) ïðè U n Z 3 y ! x.
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Ïîýòîìó���� 1

jQ(x; r)j

Z
Q(x;r)

g(y) dy � g(x)

����
=

���� 1

jQ(x; r)j

Z
Q(x;r)

(g(y)� g(x)) dy

����
� 1

jQ(x; r) n Zj

Z
Q(x;r)nZ

jg(y)� g(x)j dy = o(1) (3.6)

ïðè U n Z 3 y ! x.

Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå Êàíòîðà âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà U ôóíê-

öèÿ g : U ! R ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ëþáîì êîìïàêò-

íîì ïîäìíîæåñòâå F � U . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü o(1) â (3.6)

áóäåò ðàâíîìåðíîé îòíîñèòåëüíî x 2 F .
Íèæå ìû èñïîëüçóåì ñâîéñòâà, ñôîðìóëèðîâàííûå â ñëåäóþùåì

ïðåäëîæåíèè.

3.14. Ïðåäëîæåíèå. 1. Ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè:

a) ïðîîáðàç îòêðûòîãî èëè çàìêíóòîãî ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâåííî

îòêðûò èëè çàìêíóò;

b) îáðàç êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà êîìïàêòåí;

c) îáðàç è ïðîîáðàç áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà áîðåëåâñêèå (ñëåäóåò

èç a) è b), ò. ê. áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷åòíîãî íàáîðà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ).

2. Ïðè ãîìåîìîðôèçìå:

a) îáðàç è ïðîîáðàç îòêðûòîãî èëè çàìêíóòîãî ìíîæåñòâ ñîîòâåò-

ñòâåííî îòêðûòû èëè çàìêíóòû;

b) îáðàç è ïðîîáðàç êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà êîìïàêòíû;

c) îáðàç è ïðîîáðàç áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà áîðåëåâñêèå.

3.15. Ôîðìóëà ïëîùàäè. Ïóñòü U � R
k � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,

à f : U ! R
m
; k � m, � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êëàññà C1. Ïóñòü

Z = fx : J (x; f) = 0g. Òîãäà
1) ìíîæåñòâî A � U n Z èçìåðèìî ïî Ëåáåãó òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ìíîæåñòâî f(A) Hk-èçìåðèìî ïî Êàðàòåîäîðè, è ïðè ýòîì
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ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîZ
A

J (x; f) dx = Hk(f(A)); (3.7)

2) åñëè S � f(U) � ìíîæåñòâî íóëåâîé Hk-ìåðû, òî J (x; f) = 0

ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå f�1(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (3.7) äëÿ

âñÿêîãî îòêðûòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà 
 b U (òàêèì îáðàçîì,


 � êîìïàêò). Îáðàç f(
) ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì, òàê

êàê f(
) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ êîì-

ïàêòíûõ ìíîæåñòâ (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.14). Ñëåäîâàòåëüíî, f(
) Hk-

èçìåðèìî ïî Êàðàòåîäîðè, ñì. òåîðåìó 2.3. Â êàæäîé òî÷êå x 2 


îäíîâðåìåííî èìååì ðàâíîìåðíûé ïî x 2 
 ïðåäåë (3.3):

lim
r!0

Hk(f(Q(x; r)))

jQ(x; r)j = J (x; f);

è âûòåêàþùèé èç (3.5) ðàâíîìåðíûé ïî x 2 
 ïðåäåë

lim
r!0

1

jQ(x; r)j

Z
Q(x;r)

J (y; f) dy = J (x; f):

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî m 2 N ñóùåñòâóåò r0 > 0 òàêîå, ÷òî â êàæäîé

òî÷êå x 2 
 èìååì����Hk(f(Q(x; r)))

jQ(x; r)j � 1

jQ(x; r)j

Z
Q(x;r)

J (y; f) dy

���� � 1

m
(3.8)

äëÿ âñåõ r 2 (0; r0).

Ïî ñâîéñòâó 3.1 äëÿ âñåõ n � n0, ãäå n0 2 N � íåêîòîðîå ÷èñëî,

ñóùåñòâóåò íåïóñòîé íàáîð Mn äâîè÷íûõ êóáîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) Mn = fQ 2 Dn : Q � 
g;
2) ìíîæåñòâî Mn =

S
Q2Mn

Q � 
 áîðåëåâñêîå;

3) Mn �Mn+1;

4)
S
n�n0

Mn = 
;

5) lim
n!1

jMnj = j
j.
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Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî, îöåíêà (3.8) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ êóáîâ

Q 2Mn, åñëè òîëüêî
1

2n+1
< r0.

Èç ôîðìóëû (3.8) äëÿ ëþáîãî êóáà Q 2Mn ïðè
1

2n+1
< r0 èìååì

�jQj
m

� Hk(f(Q))�
Z
Q

J (y; f) dy � jQj
m
: (3.9)

Ñóììèðóÿ ôîðìóëó (3.9) ïî âñåì êóáàì Q 2Mn, ïîëó÷àåì

� j
j
m

� �jMnj
m

� Hk(f(Mn))�
Z
Mn

J (y; f) dy � jMnj
m

� j
j
m
: (3.10)

Ôîðìóëà (3.10) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ïîýòîìó

â íåé âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè n!1:

�j
j
m

� Hk(f(
))�
Z



J (y; f) dy � j
j
m
: (3.11)

Ôîðìóëà (3.11) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ m 2 N , ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå

(3.7) äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà óêàçàííîãî âûøå âèäà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî 
 =
S
n2N


n, ãäå

îòêðûòîå ìíîæåñòâî 
n = fx 2 
 : dist(x; @
) > 1

n
è jxj1 < ng êîì-

ïàêòíî âëîæåíî â
. Ïîñêîëüêó äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà 
n ôîðìóëà

(3.7) óæå äîêàçàíà, òî îíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ìíîæåñòâî 
, òàê

êàê Hk(f(
)) = lim
n!1

Hk(f(
n)), à ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â èíòåãðàëå

ñëåâà â ñëó÷àå sup
n

R

n

J (x; f) dx <1 âîçìîæåí ïî òåîðåìå Áåïïî Ëåâè

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå î÷åâèäíî).

Ïî ëåììå 2.13 ìåðà Ëåáåãà � ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà. Ïî-

ýòîìó äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà A � U n Z ñóùå-

ñòâóåò íåêîòîðîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî 
� � A, ïðè÷åì 
� =
T
n2N


n,

ãäå f
n � Ug, n 2 N , � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ, à ìíîæåñòâî S = 
� nA èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà. Òîãäà

ðàâåíñòâî (3.7) ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ïðîèçâîëüíûå èçìåðèìûå

ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà A � U nZ. Äåéñòâèòåëüíî, 
� = A[S. Ïîýòîìó
Hk(f(
�)) � Hk(f(A)) +Hk(f(S)) = Hk(f(A)), òàê êàê îòîáðàæåíèå

f îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà (ñì. ñëåäñòâèå 3.7). Çàìåòèì ïðè

ýòîì, ÷òî ìíîæåñòâî f(A) Hk-èçìåðèìî ïî Êàðàòåîäîðè.

36



Åñëè S � f(U)� ìíîæåñòâî íóëåâîéHk-ìåðû, òî ïî òåîðåìàì 2.4 è

2.13 ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî W� � S òàêîå, ÷òî Hk(W�) =

0. Ïðè ýòîì ïî òåîðåìå 1.23

W� =
\
n2N

Wn;

ãäå W1 � W2 � : : : � Wn � : : : � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ëþáîãî Wn èìååìZ
f�1(Wn)

J (x; f) dx = Hk(Wn):

Òàê êàê Hk(Wn)! 0 ïðè n!1, òîZ
f�1(W�)

J (x; f) dx = lim
n!1

Z
f�1(Wn)

J (x; f) dx = 0:

Ïîýòîìó J (x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå f�1(W�), à ñëåäîâà-

òåëüíî, è íà ìíîæåñòâå f�1(S).
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî f(A),A � UnZ,Hk-èçìåðèìî

ïî Êàðàòåîäîðè, òî ìíîæåñòâî A èçìåðèìî ïî Ëåáåãó. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïóñòü FÆ � f(A) � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî Hk(FÆ) =

Hk(f(A)) è ïðè ýòîì

FÆ =
[
n2N

Fn;

ãäå F1 � F2 � : : : Fn : : : � f(A) � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ (ñì. òåîðåìó 1.23). Äëÿ ëþáîãî n 2 N

ïðîîáðàç f�1(Fn) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (ñì. 3.14), ïîýòîìó KÆ =S
n2N

f
�1(Fn) � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî; ïðè ýòîì f

�1(FÆ) = KÆ. Ïî-

ñêîëüêó A n KÆ = f
�1(f(A) n FÆ), òî èç Hk(f(A) n FÆ) = 0 âûòåêàåò,

÷òî J (x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå A n KÆ. Ñëåäîâàòåëüíî,

jA n KÆj = 0, òàê êàê ïî óñëîâèþ J (x; f) > 0 íà ìíîæåñòâå A. Òà-

êèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî A îòëè÷àåòñÿ îò áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà KÆ

íà ìíîæåñòâî A n KÆ íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà, è ïîýòîìó èçìåðèìî ïî

Ëåáåãó.

Ôîðìóëà ïëîùàäè äîêàçàíà.
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3.16. Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî (3.10): à èìåííî, ÷òî
S

Q2Mn

f(Q) =

f(Mn).

3.17. Çàäà÷à. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.15 ìíîæåñòâî A � U n Z
èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî

f(A) èìååò íóëåâóþ Hk-ìåðó.

3.18. Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü (X;�;Hk), ãäå � � �-àëãåáðà

Hk-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ (îíà æå è äðîáÿùàÿñÿ ñèñòåìà), îáðàçóåò

ìíîæåñòâî ñ ìåðîé. Ôóíêöèÿ u : X ! E íàçûâàåòñÿHk-èíòåãðèðóåìîé

íà X, åñëè îíà èíòåãðèðóåìà ïî Hk-ìåðå Õàóñäîðôà íà ìíîæåñòâå â

ìåðîé (X;�;Hk). Ñîâîêóïíîñòü Hk-èíòåãðèðóåìûõ íà X ôóíêöèé áó-

äåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì L1(X; E ).

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå Rk èíòåãðèðóåìîñòü ïîHk-ìåðå Õàóñ-

äîðôà ñîâïàäàåò ñ èíòåãðèðóåìîñòüþ ïî Ëåáåãó.

3.19. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé äëÿ èíòåãðèðóåìûõ

ôóíêöèé. Ïóñòü U � R
k � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è f : U ! R

m ,

k � m, � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êëàññà C1. Ôóíêöèÿ u : f(U)! E

(çäåñü E ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì) Hk-

èíòåãðèðóåìà íà f(U) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ U 3 x 7!
u(f(x))J (x; f) 2 E èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà U , è ïðè ýòîìZ

U

u(f(x))J (x; f) dx =

Z
f(U)

u(y) dHk(y): (3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè k = m ñôîðìóëèðîâàííàÿ

òåîðåìà ñîâïàäàåò ñ óæå äîêàçàííîé ôîðìóëîé çàìåíû ïåðåìåííîé â

èíòåãðàëå Ëåáåãà.

Ïóñòü u 2 L1(f(U); E ) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 'n 2 Step(f(U); E )

òàêîâà, ÷òî

ku� 'nk ! 0 ïðè n!1
è 'n(y) ! u(y) ïðè n ! 1 çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà

S � f(U) íóëåâîé Hk-ìåðû (èíòåãðàëüíàÿ íîðìà òîæå áåðåòñÿ îò-

íîñèòåëüíî ìåðû Hk). Ïî òåîðåìå 2.4 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå äèçú-

þíêòíûå ýëåìåíòû äðîáÿùåéñÿ ñèñòåìû �, íà êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíà
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ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ 'n(x), n 2 N , ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè. Èç (3.7)

âûòåêàåòZ
U

�P (f(x))J (x; f) dx =

Z
f�1(P )

J (x; f) dx = Hk(P ) =

Z
f(U)

�P (y) dHk(y)

(3.13)

äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà P � f(U) (òàê êàê ïðîîáðàç

áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì, ñì. 3.14). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ôîðìóëà (3.12) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè

'n 2 Step(f(U); E ), n 2 N :Z
U

'n(f(x))J (x; f) dx =

Z
f(U)

'n(y) dHk(y): (3.14)

Èç (3.14) èìååì ðàâåíñòâîZ
U

j'n(f(x))� 'l(f(x))jJ (x; f) dx =

Z
f(U)

j'n(y)� 'l(y)j dHk(y);

èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 'n(f(x))J (x; f) ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â L1(U ; E ). Òàê êàê J (x; f) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ

òî÷åê x 2 f�1(S) (ñì. 3.15), òî â ñèëó âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 'n

'n(f(x))J (x; f)! u(f(x))J (x; f)

â ïî÷òè âñåõ òî÷êàõ x 2 U ïðè n ! 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè f'n(f(x))J (x; f)g â L1(U ; E ) ðàâåí u(f(x))J (x; f)

ïî÷òè âñþäó (ïîñêîëüêó âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ â L1

ê íåêîòîðîé ôóíêöèè, ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ

ïî÷òè âñþäó ê òîé æå ôóíêöèè ïîòî÷å÷íî). Ïåðåõîäÿ â (3.14) ê ïðå-

äåëó ïðè n!1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (3.12).

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ u : f(U) ! E òàêîâà, ÷òî ôóíêöèÿ U 3
x 7! u(f(x))J (x; f) èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà U . Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé 'n 2 Step(Rk ; E ) òàêàÿ, ÷òî

ku(f(�))J (�; f)� 'n(�)k ! 0 ïðè n!1

è 'n(x) ! u(f(x))J (x; f) ïðè n ! 1 çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà S � U íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà.
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Ïîëîæèì Z = fx 2 U : J (x; f) = 0g è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå

êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A � U n Z. Ïîñêîëüêó

0 < � = inf
x2A

J (x; f) è � = sup
x2A

J (x; f) <1

(ñì. 3.14), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé 'n(x)J �1(x; f) ñõîäèòñÿ
ïî÷òè âñþäó ê ôóíêöèè u(f(x)) íà A ïðè n!1, à òàêæåZ

A

j'n(x)J �1(x; f)� u(f(x))j dx! 0

ïðè n!1, òàê êàêZ
A

j'n(x)J �1(x; f)� u(f(x))j dx � �
�1
Z
A

j'n(x)� u(f(x))J (x; f)j dx

äëÿ âñåõ n 2 N .

Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 3.15 êàæäàÿ èç ôóíêöèé

f(A) 3 y 7! 'n(f
�1(y))J �1(f�1(y); f)

(îòîáðàæåíèå f�1 ñóùåñòâóåò, ò. ê. f èíúåêòèâíî) Hk-èçìåðèìà íà

f(A), òàê êàê 'n(f
�1(y)) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, à J �1(f�1(y); f) �

íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.

Áîëåå òîãî, èç òåîðåìû 3.15 ñëåäóåòZ
A

'n(f(x))J (x; f) dx =

Z
f(A)

'n(y) dHk(y): (3.15)

Ïîëîæèì y = f(x). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ (3.15), ïîëó÷àåìZ
A

'n(x) dx =

Z
A

'n(f
�1(f(x))J (x; f)J �1((f�1(f(x)); f) dx

=

Z
f(A)

'n(f
�1(y))J �1(f�1(y); f) dHk(y):

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

'(f�1(y))J �1(f�1(y); f)

Hk-èíòåãðèðóåìà íà f(A).

40



Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó äîêàçàííîãîZ
A

'n(x) dx =

Z
f(A)

'n(f
�1(y))J �1(f�1(y); f) dHk(y)

äëÿ ëþáîãî n 2 N . ÎòñþäàZ
A

j'n(x)� 'l(x)j dx

=

Z
f(A)

j'n(f�1(y))J �1(f�1(y); f)�'l(f�1(y))J �1(f�1(y); f)j dHk(y);

è ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

'n(f
�1(y))J �1(f�1(y); f) : f(A)! E

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé íà ìíîæåñòâå ñ ìåðîé (f(A);�;Hk). Çàìå-

òèì, ÷òî ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â L1(f(A); E ) ïî÷òè âñþäó

ñîâïàäàåò ñ åå ïîòî÷å÷íûì ïðåäåëîì ïðè n !1. Ïîñêîëüêó îòîáðà-

æåíèå f îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà, òî 'n(f
�1(y))J �1(f�1(y); f)

ñõîäèòñÿ Hk-ïî÷òè âñþäó íà f(A) ê ôóíêöèè u(y). Òàêèì îáðàçîì,

äîêàçàíà Hk-èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè u(y) íà ìíîæåñòâå f(A) è ðà-

âåíñòâî Z
A

u(f(x))J (x; f) dx =

Z
f(A)

u(y) dHk(y):

Åñëè òåïåðü A1 � A2 � : : : � An � : : : � U n Z � èñ÷åðïûâàíèå

ìíîæåñòâà U n Z êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè:
1S
n=1

An = U n Z, òî (ñ

ó÷åòîì Hk(f(Z)) = 0) ïîëó÷àåìZ
f(U)

u(y) dHk(y) =

Z
f(UnZ)

u(y) dHk(y)

= lim
n!1

Z
f(An)

u(y) dHk(y) = lim
n!1

Z
An

u(f(x))J (x; f) dx

=

Z
UnZ

u(f(x))J (x; f) dx =

Z
U

u(f(x))J (x; f) dx:
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Òàêèì îáðàçîì, Hk-èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè u : f(U)! E äîêàçàíà,

à âìåñòå ñ íåþ äîêàçàíà è ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû 3.19 òàê æå, êàê è ïðè k = m, âûòåêàåò

3.20. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé äëÿ èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé. Ïóñòü U � R
k � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è f : U ! R

m , k � m, �

èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êëàññà C1. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ u :

f(U)! R Hk-èçìåðèìà íà f(U) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ

U 3 x 7! u(f(x))J (x; f) 2 [0;1] èçìåðèìà ïî Ëåáåãó íà U , è ïðè ýòîìZ
U

u(f(x))J (x; f) dx =

Z
f(U)

u(y) dHk(y): (3.16)

4. Ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû ïëîùàäè

4.1. Äëèíà êðèâîé. Ïóñòü [a; b] � îòðåçîê èç R , f = (f1; : : : ; fm) :

[a; b]! R
m � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êëàññà C1([a; b]), à f([a; b]) =


. Òîãäà H1(
) = l(
), ãäå l(
) � äëèíà êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå

df(t) =

0B@ df1
dt

(t)

:::

dfm
dt

(t)

1CA :

Ïîýòîìó

J (t; f) =
p

det(df �(t)) det(df(t)) =

vuut mX
i=1

�
dfi

dt
(t)
�2
:

Ïî ôîðìóëå ïëîùàäè ïîëó÷àåì

H1(
) =

Z
[a;b]

� mX
i=1

�
dfi

dt
(t)
�2� 1

2

dt =

bZ
a

� mX
i=1

�
dfi

dt
(t)
�2� 1

2

dt:

Çàìåòèì, ÷òî äëèíà êðèâîé l(
) ãëàäêîé êðèâîé 
 âûðàæàåòñÿ òàêîé

æå ôîðìóëîé, ïîýòîìó H1(
) = l(
).
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4.2. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî

â R
2 , f : U ! R

3 � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êëàññà C1(U). Òîãäà

äâóìåðíàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè f(U) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

H2(f(U)) =

ZZ
U

p
E(x1; x2)G(x1; x2)� F 2(x1; x2) dx1 dx2;

ãäå

E(x1; x2) =

�
@f

@x1
(x1; x2);

@f

@x1
(x1; x2)

�
;

G(x1; x2) =

�
@f

@x2
(x1; x2);

@f

@x2
(x1; x2)

�
;

F (x1; x2) =

�
@f

@x1
(x1; x2);

@f

@x2
(x1; x2)

�
:

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå

df(x1; x2) =

0BB@
@f1
@x1

(x1;x2)
@f1
@x2

(x1;x2)

@f2
@x1

(x1;x2)
@f2
@x2

(x1;x2)

@f3
@x1

(x1;x2)
@f3
@x2

(x1;x2)

1CCA :

Îòñþäà ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò

df
�(x)df(x) =

�
E(x1;x2) F (x1;x2)

F (x1;x2) G(x1;x2)

�
:

Ñëåäîâàòåëüíî, det(df �(x)df(x)) = E(x1; x2)G(x1; x2)�F 2(x1; x2). Äà-

ëåå îñòàåòñÿ òîëüêî ïðèìåíèòü ôîðìóëó ïëîùàäè.

4.3. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè. Ïóñòü U �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R
k , f : U ! R � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

êëàññà C1(U), � = f(x; f(x)) 2 R
k+1

; x 2 Ug � ãðàôèê ôóíêöèè f .

Òîãäà k-ìåðíàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè f âûðàæàåòñÿ

ôîðìóëîé

Hk(�) =

Z
U

p
1 + jrf j2 dx;

ãäå rf =
�
@f

@x1
(x); : : : ; @f

@xk
(x)
�
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû ðàññìîòðèì îòîá-

ðàæåíèå g : U ! �, òàêîå, ÷òî g(x) = (x; f(x)). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

dg(x) =

0BBB@
1 0 ::: 0

0 1 ::: 0

0 ::: 0 1

@f

@x1
(x) ::: @f

@xk
(x)

1CCCA :

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ det(dg�(x)dg(x)) ïðèìåíèì äîêàçûâàåìóþ íèæå òå-

îðåìó 4.4. Ïîëó÷èì det(dg�(x)dg(x)) = 1 + jrf j2. Äàëåå îñòàåòñÿ

òîëüêî ïðèìåíèòü ôîðìóëó ïëîùàäè.

4.4. Òåîðåìà Áèíå � Êîøè. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû L âèäà

L =

0@a11 ::: a1n

::: :::

am1 ::: amn

1A ;

n � m, âåðíî ðàâåíñòâî

det(L�L) =
X

1�i1<i2<:::<in�m

 
det

0@ai11 ::: ai1n

::: :::

ain1 ::: ainn

1A!2

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå m = n òåîðåìà âûòåêàåò èç ñîîòíîøå-

íèÿ detL = detL�. Äîêàæåì òåîðåìó òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà n =

m � 1. Åå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò â òîì, ÷òî

êâàäðàò îáúåìà n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â Rn+1 ðàâåí ñóììå êâàä-

ðàòîâ n-ìåðíûõ îáúåìîâ åãî ïðîåêöèé íà n-ìåðíûå êîîðäèíàòíûå ïîä-

ïðîñòðàíñòâà (îáîáùåíèå òåîðåìû Ïèôàãîðà).

Ïóñòü n = 2,m = 3, âåêòîðû a1 = (a11; a12; a13) è a2 = (a21; a22; a23)�

ñòîëáöû ìàòðèöû L, e1, e2 è e3 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â R3, è

w = a�b =
�����
e1 a11 a21

e2 a12 a22

e3 a13 a23

����� = ��� a11 a21

a12 a22

���e3���� a11 a21

a13 a23

���e2+��� a12 a22

a13 a23

���e1:
Èçâåñòíî, ÷òî äëèíà âåêòîðà w ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà V (a1; a2),

íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû a1 è a2, à ñàì w îðòîãîíàëåí a1 è a2. Åñëè íà

ïîëó÷èâøèåñÿ 3 âåêòîðà w, a1 è a2 íàòÿíóòü 3-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä
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V (w; a1; a2), òî åãî îáúåì áóäåò ðàâåí

jV (w; a; b)j =
�����
w1 a11 a21

w2 a12 a22

w3 a13 a23

����� = (w;w) = jwj2 = V
2(a1; a2) = det(L�L):

(Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.)

Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî

det(L�L) =
X

1�i1<i2�3

�
det

�
ai11 ai12

ai21 ai22

��2

:

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü e1; : : : ; en+1 � ñòàí-

äàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn+1 . Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü

w =

�����
e1

: : : a1 : : : an

en+1

����� =
n+1X
i=1

Aiei;

ãäå ai � ñòîëáöû ìàòðèöû L, Ai � êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè îïðå-

äåëèòåëÿ ïî ïåðâîìó ñòîëáöó. Âåêòîð w = (A1; : : : ; An+1) ÿâëÿåòñÿ

àíàëîãîì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ a1 � : : : � an âåêòîðîâ a1; : : : ; an.

Çàìåòèì, ÷òî jwj2 = (w;w) =
n+1P
i=1

A
2
i è ÷òî âåêòîð w îðòîãîíàëåí êàæ-

äîìó ai; i = 1; : : : ; n. (Ïðè ïîäñòàíîâêå â ìàòðèöó êàêîãî-ëèáî ñòîëáöà

ai; i = 1; : : : ; n, âìåñòî e1; : : : ; en+1 ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé íó-

ëþ.) Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà V (w; a1; : : : ; an),

íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû w; a1; : : : ; an, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàâåí

jV (w; a1; : : : ; an)j = j det(w; a1; : : : ; an)j = (w;w) = jwj2;
à ñ äðóãîé �

jV (w; a1; : : : ; an)j = jwj � V (a1; : : : ; an);

ãäå V (a1; : : : ; an) � (n�1)-îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåê-

òîðû a1; : : : ; an. Îòñþäà èìååì ðàâåíñòâî V (a1; : : : ; an) = jwj. Çàìå-

òèì, ÷òî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà V (a1; : : : ; an) ðàâåí
p

det(L�L), òàê
êàê, ïîëàãàÿ � = w

jwj , èìååì

V
2(a1; : : : ; an) = jV (�; a1; : : : ; an)j � jV (�; a1; : : : ; an)j

= det(�; a1; : : : ; an)
� � det(�; a1; : : : ; an)

= det((�; a1; : : : ; an)
� � (�; a1; : : : ; an)) = det(L�L);
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ãäå (�; a1; : : : ; an)
� �ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöå (�; a1; : : : ; an) (çäåñü

ïðè ïîäñ÷åòå ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî âåêòîð � îðòîãîíàëåí êàæäîìó èç

âåêòîðîâ a1; : : : ; an, è (�; �) = 1). Ïîýòîìó

det(L�L) = jwj2 =
X

1�i1<i2<:::<in�n+1

 
det

0@ai11 ::: ai1n

::: :::

ain1 ::: ainn

1A!2

:

4.5. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñôåðû.

�k�1 = !k � k;
ãäå �k�1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé k-ìåðíîé ñôåðû, !k � îáúåì k-ìåðíîãî

åäèíè÷íîãî øàðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñôåðó SR = S(0; R) � R
k ðàäèóñà

R, îãðàíè÷èâàþùóþ øàð B(0; R) � R
k . Çàìåòèì, ÷òî Hk�1(SR) =

R
k�1 � Hk�1(S1). Ïîñ÷èòàåì ìåðó êîëüöà AR;1 = B(0; R) nB(0; 1):

jAR;1j =
Z
AR;1

dx = jB(0; R)j � jB(0; 1)j = !k(R
k � 1): (4.1)

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ìåðó ýòîãî æå êîëüöà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó çàìåíû

ïåðåìåííîé. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f , çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

x1 = r cos'1

x2 = r sin'1 cos'2

x3 = r sin'1 sin'2 cos'3

:

:

xk�1 = r sin'1 : : : sin'k�1 cos'k�1

xk = r sin'1 : : : sin'k�1 sin'k�1;

1 � r � R, 0 � 'i � �; i = 1; : : : ; k � 2, 0 � 'k�1 � 2�. Òîãäà ïî

ôîðìóëå çàìåíû ïåðåìåííîé îáúåì êîëüöà áóäåò ðàâåíZZ
[1;R]�


J (r; '1; : : : ; 'k�1; f) dr d'1 : : : d'k�1:

(Çäåñü ìíîæåñòâî


 = f! = ('1; : : : ; 'k�1) : 'i 2 [0; �]; i = 1; : : : ; k � 2; 'k�1 2 [0; 2�]g:)
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Çàìåòèì, ÷òî âñå âåêòîðû @f

@'i
ëåæàò â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê

ñôåðå, à @f

@r
îðòîãîíàëåí åé è äëèíà ýòîãî âåêòîðà ðàâíà 1. Èç ãåî-

ìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ÿêîáèàíà (îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà), âèäíî, ÷òî

J(r; '1; : : : ; 'k�1; f) = J ('1; : : : ; 'k�1; f(r; '1; : : : ; 'k�1)) ïðè êàæäîì

ôèêñèðîâàííîì r â ëþáîé òî÷êå ('1; : : : ; 'k�1) 2 
, òàê êàê ¾âûñîòà¿

ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû @f

@r
;
@f

@'1
; : : : ;

@f

@'k�1
, ðàâíà 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

jAR;1j =
ZZ

[1;R]�


J(r; !; f) dr d! =

RZ
1

dr

Z



J (!; f(r; �)) d!

=

RZ
1

Hk�1(S(0; r)) dr = �k�1

RZ
1

r
k�1

dr =
�k�1
k

(Rk � 1);

òàê êàê ïî ôîðìóëå ïëîùàäè

Hk�1(S(0; r)) =

Z



J (!; f(r; �)) d! äëÿ ëþáîãî r 2 [1; R]:

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ðàâåíñòâîì (4.1), èìååì �k�1 =

!k � k.

4.6. Çàäà÷à. Ïóñòü M � R
m � k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â R

m , à

Hk
xM � k-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà íàM. Íàïèñàòü ôîðìóëó ïëîùà-

äè â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ' : U ! V , ãäå U ,

V � îòêðûòûå ìíîæåñòâà â Rm , òàêîé, ÷òî '(U \M) = fV : xk+1 =

: : : = xm = 0g
Óêàçàíèå: Ðàññìîòðåòü ïàðàìåòðèçàöèþ

 = '
�1 : fV : xk+1 = : : : = xm = 0g ! U \M

ìíîãîîáðàçèÿ M è ïðèìåíèòü ôîðìóëó ïëîùàäè ê îòîáðàæåíèþ  :

W ! M \ U , ãäå W = fx 2 V : xk+1 = : : : = xm = 0g � R
k .

Ìíîæåñòâî A � M \ U Hk
xM-èçìåðèìî ïî Êàðàòåîäîðè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî '(A) èçìåðèìî ïî Ëåáåãó, è ïðè ýòîì

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Hk(A) =

Z
'(A)

J (x; f) dx =

Z
'(A)

p
det(d �(x)d (x))dx:
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4.7. Çàäà÷à. 1) Ïóñòü M � R
n � k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â R

n

c k-ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà Hk
xM íà M, à N � R

l � m-ìåðíîå

ìíîãîîáðàçèå â R l c m-ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà Hm
xN íà N , k � m.

Îïðåäåëèòü ÿêîáèàí J (x; f), x 2M, îòîáðàæåíèÿ f :M!N êëàññà

C
1 è íàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó ïëîùàäè: ìíîæåñòâî A �

M Hk
xM-èçìåðèìî ïî Êàðàòåîäîðè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìíîæåñòâî f(A) � N Hk
-èçìåðèìî ïî Êàðàòåîäîðè, è ïðè ýòîì

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Hk(f(A)) =

Z
A

J (x; f) dHk(x):

2) Ïîêàçàòü, ÷òî J (x; f) = lim
r!0

Hk(f(B(x; r)\M))

Hk(B(x; r) \M)
.

óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè J (x; f) èñêà-

æåíèÿ ìåð âåëè÷èíó
p

det(df(x)�df(x)), ãäå df(x) : TMx ! TNf(x) �

äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f : M ! N . Ïåðåéòè â ëîêàëüíûå ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò, ñâåñòè çàäà÷ó ê òåîðåìå 3.15, à çàòåì äâàæäû ïðè-

ìåíèòü ôîðìóëó ïëîùàäè.

4.8. Çàäà÷à. Êî âñåì ïðèâåäåííûì â ýòîì ðàçäåëå ôîðìóëàì ïëî-

ùàäè íàïèñàòü è äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû çàìåíû ïåðå-

ìåííîé. Íàïðèìåð, èíòåãðàë Ëåáåãà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

ôóíêöèÿ u 2 L1(R
k
; E ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ u Hk�1-

èíòåãðèðóåìà íà Sr äëÿ ïî÷òè âñåõ r 2 (0;1) èZ
Rk

u(x) dx =

1Z
0

r
k�1

dr

Z
S1

u(r!) dHk�1(!) =

1Z
0

dr

Z
Sr

u(!) dHk�1(!):

(4.2)

5. Ôîðìóëà êîïëîùàäè

5.1. Ôîðìóëà êîïëîùàäè. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â

R
k , à ' : U ! R � ôóíêöèÿ êëàññà C1. Ïóñòü åùå f : U ! E �

èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, ãäå E � ïðîèçâîëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
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Òîãäà, åñëè f(x)jr'(x)j èíòåãðèðóåìà, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëàZ
U

f(x)jr'(x)j dx =

1Z
�1

dt

Z
'�1(t)

f(u) dHk�1(u):

5.2. Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà ' = xi � êîîðäèíàòíàÿ ôóíê-

öèÿ, òî ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó Ôóáèíè ('�1(xi)� ãèïåðïëîñêîñòü;Hk�1 �
(k � 1)-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà íåé).

5.3. Çàäà÷à. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó êîïëîùàäè ê ôóíêöèè '(x) =

jxj, ãäå jxj � åâêëèäîâà íîðìà, ïîëó÷èòü ôîðìóëó (4.2).

Ìû ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1 êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîð-

ìóëèðóåìîé íèæå òåîðåìû 6.3.

6. Ôîðìóëà êîïëîùàäè (m-ìåðíûé ñëó÷àé)

6.1. Ëåììà. Ïóñòü �1; : : : ; �m è �1; : : : ; �m � k-ìåðíûå âåêòîðû,

ëåæàùèå â îäíîì m-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå L � R
k
; m � k. Òîãäà

ïðîèçâåäåíèå îáúåìîâm-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, íàòÿíóòûõ íà ýòè

âåêòîðû, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V� � V� =

��������det
0BB@


�1; �1

�
:::


�1; �m

�
...

...

�m; �1

�
:::


�m; �m

�
1CCA
�������� : (6.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

� =

0B@ �1

...
�m

1CA
(m� k)-ìàòðèöó, â êîòîðîé âåêòîðû çàïèñàíû êàê ñòðîêè, à ÷åðåç

� = (�1; : : : ; �m)

� (k � m)-ìàòðèöó, ãäå âåêòîðû çàïèñàíû êàê ñòîëáöû. Íàïîìíèì,

÷òî L � m-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå O 2 SO(k) òàêîå, ÷òî O(L) = R
m � f0gk�m. Òîãäà
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O(�j) 2 R
m � f0gk�m äëÿ âñåõ j = 1; : : : ;m è ïîýòîìó

O � �� =

0BB@
��

0 ::: 0

::: ::: :::

0 ::: 0

1CCA ;

ãäå �� � (m�m)-ìàòðèöà. Êðîìå òîãî,

(O � ��)� = � �O� =

0BB@
0 ...

0

� ...
...
...

0 ...
0

1CCA :

Òàê êàê îáà íàáîðà âåêòîðîâ ëåæàò â îäíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, òî

O �� =

0BB@
�

0 ::: 0

::: ::: :::

0 ::: 0

1CCA ;

ãäå � � (m�m)-ìàòðèöà, à

�� � O� =

0BB@
0 ...

0

�� ...
...
...

0 ...
0

1CCA :

Çàìåòèì, ÷òî

V� =
p

det(� � ��) =
p

det(� �O �O� � ��) =
p

det(� � ��) = j det(�)j

è àíàëîãè÷íî

V� =
p

det(�� ��) =
p

det(�� � O� � O ��) =
p

det(�� � �) = j det(�)j:

Òîãäà

V� � V� =
p

det(�� � �) �
p

det(� � ��)
= j det(�)j � j det(�)j = j det(� � �)j

= j det(� � O� � O ��)j = j det(� ��)j = (6.1):
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6.2. Ñëåäñòâèå. Îáúåìû ïàðàëëåëåïèïåäîâ, íàòÿíóòûõ íà âåê-

òîðû áàçèñà è êîáàçèñà íåêîòîðîãî m-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R
k ,

m � k, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü �1; : : : ; �m è �1; : : : ; �m �

ñîîòâåòñòâåííî áàçèñ è êîáàçèñ m-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L , ò. å.,

h�i; �ji = Æij. Òîãäà

V� � V� =

��������det
0BB@


�1; �1

�
:::


�1; �m

�
...

...

�m; �1

�
:::


�m; �m

�
1CCA
�������� = det(E) = 1: (6.2)

6.3. Ôîðìóëà êîïëîùàäè (m-ìåðíûé ñëó÷àé). Ïóñòü U �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rk , à ' : U ! R
m , m � k, � ôóíêöèÿ êëàññà

C
1. Ïóñòü åùå f : U ! E � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, ãäå E � ïðîèç-

âîëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà åñëè f(x)
p

det(d'(x)d'�(x))
èíòåãðèðóåìà, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëàZ

U

f(x)
p

det(d'(x)d'�(x))dx =

Z
Rm

ds

Z
'�1(s)

f(u) dHk�m(u): (6.3)

6.4. Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà '(x) = (xi1; : : : ; xim) � ïðîåêöèÿ

íà m-ìåðíóþ ïëîñêîñòü R
m � R

k , òî ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó Ôóáèíè

('�1(s) � (k �m)-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü, à Hk�m � (k �m)-ìåðíàÿ ìåðà

Ëåáåãà íà íåé).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

6.5. Ëåììà. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rk , à ' : U ! R
m ,

m � k, � îòîáðàæåíèå êëàññà C1. Ïóñòü åùå f : U ! E � èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ, è îòîáðàæåíèå g : U ! R
k , çàäàííîå êàê

(x1; : : : ; xk)
g! (x1; : : : ; xk�m; '(x));

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå V �
U . Òîãäà, åñëè f(x)

p
det(d'(x)d'�(x)) èíòåãðèðóåìà, òî ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëàZ
V

f(x)
p

det(d'(x)d'�(x))dx =

Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\V

f(u) dHk�m(u): (6.4)
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6.6. Çàìå÷àíèå. Âåëè÷èíà

Jm(x; ') def
=
p

det(d'(x)d'�(x))

ðàâíà îáúåìó m-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû

r'1; : : : ;r'm. Ìû áóäåì åå òàêæå íàçûâàòü êîýôôèöèåíòîì êîïëî-

ùàäè. Îíà õàðàêòåðèçóåò èñêàæåíèå ìåðû â îðòîãîíàëüíîì ê ïîâåðõ-

íîñòè '�1(s) íàïðàâëåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå g èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

'
�1(s) 3 x = (x1; : : : ; xk)

g! (x1; : : : ; xk�m; s):

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W = g(V ) îáðàç V ïðè îòîáðàæåíèè g, à ñèìâîëîì

R
k�m
s = fz 2 R

k : z = (y; s), y 2 R
k�mg � ñå÷åíèå fzk�m+l = sl; l =

1; : : : ;mg. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå g�1 íà ìíîæåñòâå W \ R
k�m
s . Ëåãêî

çàìåòèòü, ÷òî

'
�1(s) \ V = fx 2 V : '(x) = sg = g

�1(W \ R
k�m
s ): (6.5)

Ïî ôîðìóëå çàìåíû ïåðåìåííîé è òåîðåìå Ôóáèíè ïîëó÷àåìZ
V

f(x)Jm(x; ') dx =

Z
W

f(g�1(z))Jm(g�1(z); ')jJ(z; g�1)j dz

=

Z
PrRmW

ds

Z
W\Rk�ms

f(g�1(z))Jm(g�1(z); ')jJ(z; g�1)j dy; (6.6)

ãäå z = (y; s), à dy = dy1 : : : dyk�m.
Ôèêñèðóåì s 2 PrRm W è ðàññìîòðèì âåêòîðû

bi(x) = dg
�1(z)(ei); i = 1; : : : ; k �m;

ñîñòàâëÿþùèå áàçèñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè Tx ê (k�m)-ìåðíîìó ìíî-

ãîîáðàçèþ '�1(s) â òî÷êå x = g
�1(z) (ñì. (6.5)) (çäåñü ei, i = 1; : : : ; k, �

âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â Rk). Ïîñêîëüêó Rk = Tx�N x , ãäå N x �
íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê (k � m)-ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ '

�1(s) â
òî÷êå x = g

�1(z), òî âåêòîðû

hj(x) = dg
�1(z)(ek�m+j); j = 1; : : : ;m;

ìîæíî ðàçëîæèòü íà êàñàòåëüíóþ è íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ:

hj(x) = h
t
j(x) + h

n
j (x); ãäå h

t
j(x) 2 Tx ; à h

n
j (x) 2 N x ; j = 1; : : : ;m:
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Çàïèøåì ìàòðèöó îïåðàòîðà dg�1(z) â âèäå (b(x);h(x)), ãäå

b(x) = (b1(x); : : : ; bk�m(x)) � (k � (k �m))-ìàòðèöà,

â êîòîðîé êîîðäèíàòû âåêòîðà bi(x) ðàñïîëîæåíû â âèäå ñòîëáöà, à

h(x) = (h1(x); : : : ; hm(x)) � (k �m)-ìàòðèöà,

â êîòîðîé â âèäå ñòîëáöà ðàñïîëîæåíû êîîðäèíàòû âåêòîðà hj(x).

Î÷åâèäíî

h(x) = h
t(x) + h

n(x) = (ht1(x); : : : ; h
t
m(x)) + (hn1(x); : : : ; h

n
m(x)):

Îòñþäà det(dg�1) = det(b(x);h(x)) = det(b(x);hn(x)). Òîãäà, îïóñêàÿ

äëÿ êðàòêîñòè àðãóìåíò x, èìååì

jJ(z; g�1)j =
q

det(dg�1�(z)dg�1(z)) =
p

det((b;hn)�(b;hn))

=
p

det(b�b)
p

det((hn)�hn) = J (z; g�1)
p

det((hn)�hn): (6.7)

Ïîäñòàâëÿÿ â (6.6) ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî (6.7) äëÿ ìîäóëÿ ÿêîáèàíà,

ïîëó÷àåì:Z
V

f(x)
p
det(d'(x)d'�(x))dx =

=

Z
PrRmW

ds

Z
W\Rk�ms

f(g�1(z))J (z; g�1)M(z) dy; (6.8)

ãäå z = (y; s), dy = dy1 : : : dyk�m, à

M(z) =
p

det(d'(x)d'�(x)
p

det((hn(x))�hn(x)); x = g
�1(z):

Ïðèìåíèì òåïåðü ñëåäñòâèå 6.2 ëåììû 6.1, ÷òîáû ïîêàçàòüM(z) =

1 äëÿ âñåõ z. Äåéñòâèòåëüíî, gÆg�1 = I � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå,

ïîëó÷àåì 'j(g
�1(z)) = zk�m+j. Ñëåäîâàòåëüíî,

Æjl =
@

@zk�m+l

'j(g
�1(z)) =

kX
r=1

@'j

@xr
(g�1(z))

@g
�1
r

@yk�m+l

(z)

=


r'j(x); dg�1(z)(ek�m+l)

�
=


r'j(x); hl(x)

�
=


r'j(x); hnl (x)

�
;
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ïîñêîëüêó r'j(x) 2 N x è ïîýòîìó


r'j(x); htl(x)

�
= 0, j; l = 1; : : : ;m.

Ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ

r'l(x); l = 1; : : : ;m; x = g
�1(z);

ëèíåéíî íåçàâèñèìà â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå N x , òàê êàê ëèíåé-

íîå îòîáðàæåíèå d'(x) èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà

æå ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì íîðìàëüíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà N x . Òîãäà ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ hnj (x), j = 1; : : : ;m, ÿâëÿåòñÿ

êîáàçèñîì â N x .

Îêîí÷àòåëüíî èç (6.8) ïî ôîðìóëå ïëîùàäè ïîëó÷àåìZ
V

f(x)
p
det(d'(x)d'�(x))dx

=

Z
PrRmW

ds

Z
W\Rk�ms

f(g�1(z))J (z; g�1) dy

=

Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\V

f(u) dHk�m(u):

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Z = fx 2 U : det(d'(x)d'�(x)) = 0g:

Èçâåñòíî, ÷òî x 2 Z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rank d'(x) < m.

Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî 
 = U nZ. Äëÿ ëþáîãî x 2 
 ñóùå-

ñòâóåò r0(x) òàêîå, ÷òî rank d'(y) = m äëÿ âñÿêîãî y 2 Q(x; r0(x)).

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè x 2 
, òî rank d'(x) = m è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóþò i1; : : : ; im òàêèå, ÷òî

rankd'(x) = rank
�

@'

@xi1
(x); : : :; @'

@xim
(x)
�
= m:

(Çäåñü âåêòîð @'

@xij
çàïèñûâàåòñÿ êàê ñòîëáåö.)

Ïîýòîìó

rankd'(y) = rank
�

@'

@xi1
(y); : : :; @'

@xim
(y)
�
= m

äëÿ âñåõ y èç íåêîòîðîãî øàðà Q(x; r1(x)) � 
, r1(x) � r0(x).
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g : Q(x; r1(x)) ! R
k , çàäàííîå ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

Q(x; r1(x)) 3 x = (x1; : : : ; xk)
g!

(x1; : : : ; xi1�1; 'i1(x); xi1+1; : : : ; xim�1; 'im(x); xim+1; : : : ; xm);

ãäå íà ij-îì ìåñòå âìåñòî xij ñòîèò êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ 'ij îòîá-

ðàæåíèÿ '(x). Îòîáðàæåíèå g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî è ÿêî-

áèàí J(x; g) íåâûðîæäåí â òî÷êå x. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé

ôóíêöèè îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì â íåêîòîðîì êó-

áå Q(x; r(x)), r(x) � r1(x).

Ôèêñèðóåì êîìïàêòíóþ îáëàñòü ! b U . Îòêðûòûå êóáû fQ(x; r(x)) :

x 2 !g îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà !. Âûáåðåì èç íåãî

êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå fQ(xi; ri) : xi 2 !g, i = 1; : : : ; I. Äëÿ äîñòà-

òî÷íî áîëüøîãî n ñèñòåìà äâîè÷íûõ êóáîâ Mn = fQ 2 Dn : Q � !g
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî êóáà Q 2Mn

íàéäåòñÿ êóá Q(xi; ri) òàêîé, ÷òî Q � Q(xi; ri).

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîãî êóáà Q 2Mn âåðíîZ
Q

f(x)
p
det(d'(x)d'�(x))dx =

Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\Q

f(u) dHk�m(u): (6.9)

Äåéñòâèòåëüíî, ôèêñèðóåì Q 2 Mn, êóá Qi = Q(xi; ri) � Q, è äîïó-

ñòèì, ÷òî

rank d'(y) = rank
�

@'

@xk�m+1
(y); : : :; @'

@xk
(y)
�
= m

äëÿ âñåõ y 2 Qi. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g:

Qi 3 x = (x1; : : : ; xk)
g! (x1; : : : ; xk�m; '(x));

ãäå ¾÷àñòü '(x)¿ ñîñòàâëåíà èç êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé '1; : : : ; 'm òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû g áûëî äèôôåîìîðôèçìîì íàQi. Òîãäà ðàâåíñòâî

(6.9) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (6.3) ïðè U = Qi è f = �Qf .

Ïðîñóììèðóåì ðàâåíñòâî (6.9) ïî âñåì Q 2 Mn. Ïîëó÷èì (íàïî-
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ìíèì, ÷òî Mn =
S

Q2Mn

Q)

Z
Mn

f(x)
p
det(d'(x)d'�(x))dx =

Z
S

Q2Mn

Q

f(x)
p

det(d'(x)d'�(x))dx

=
X
Q2Mn

Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\Q

f(u) dHk�m(u)

=

Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\Mn

f(u) dHk�m(u):

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n!1, ïîëó÷àåì (îáîñíîâàòü ïåðåõîä)Z
!

f(x)
p
det(d'(x)d'�(x))dx =

Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\!

f(u) dHk�m(u): (6.10)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (6.10) ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïàêòíî âëî-

æåííûõ îáëàñòåé !1 b !2 b : : : b U , èñ÷åðïûâàþùåé U : U =
S
l

!l,

ïîëó÷àåì (6.10) ñ U âìåñòî !.

Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (6.3) îñòàåòñÿ ïîêàçàòü,

÷òî Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\Z

dHk�m(u) = 0: (6.11)

Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (6.11) ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùèõ óòâåð-

æäåíèÿõ.

6.7. Ëåììà. Ïóñòü W � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R
l ,  : W !

R
m � îòîáðàæåíèå êëàññà C1(W ), èìåþùåå rank(d (x)) = m è óäî-

âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé Lip( ). Ïóñòü åùå

A �W � Hk-èçìåðèìîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî Hk(A) <1, m � k � l.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêàZ
Rm

Hk�m( �1(s) \A) dHm(s) � (Lip( ))m
!k�m!m
!k

Hk(A):

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

R
m 3 s 7! Hk�m( �1(s) \A) (6.12)
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Hm-èçìåðèìà. Â ñèëó çàäà÷è 2.6 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé êîì-

ïàêòíîãî ìíîæåñòâà A. Äàëåå, åñëè A êîìïàêòíî è t > 0, òî

fs 2 R
m : Hk�m( �1(s) \A) � tg =

1\
j=1

Vj ;

ãäå ìíîæåñòâî Vj ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ òî÷åê s 2 R
m , ÷òî ìíîæåñòâî

 
�1(s) \ A èìååò êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå P òàêîå, ÷òî

diamEi �
1

j
äëÿ âñåõ Ei 2 P è

!k�m
2k

X
Ei2P

(diamEi)
k�m

< t+
1

j
:

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Vj îòêðûòî â R
m . (ïî-

÷åìó?)

Ôèêñèðóåì j 2 N . Ïî îïðåäåëåíèþ ìåðûHk
1

j

(A) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà

ìíîæåñòâ fEigi2N òàêàÿ, ÷òî diamEi <
1

j
, A �

S
i2N

Ei è

!k

2k

X
i2N

(diamEi)
k � Hk

1

j

(A) +
1

j
= Hk(A) +

1

j
:

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Ei êîì-

ïàêòíû.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå  jEi
. Òîãäà

 j�1Ei
(y) \A =  

�1(y) \A \Ei

è

Hk�m
1

j

( �1(y) \A \ Ei) �
!k�m
2k�m

(diamEi)
k�m

äëÿ âñåõ y 2  (Ei) è i 2 N . Â ñèëó èçîäèàìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà

(ñì. òåîðåìó 2.12) è ëèïøèöåâîñòè îòîáðàæåíèÿ  èìååì

Hm( (Ei)) �
!m

2m
(diam (Ei))

m � !m(Lip( ))
m

2m
(diamEi)

m
:
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Îòñþäà âûâîäèì

�Z
Rm

Hk�m
1

j

( �1(s) \A) dHm(s)

�
X
i2N

�Z
Rm

Hk�m
1

j

( �1(s) \A \Ei) dHm(s)

� !k�m
2k�m

X
i2N

(diamEi)
k�mHm( (Ei))

� !k�m!m(Lip( ))m

2k

X
i2N

(diamEi)
k

� !k�m!m(Lip( ))m

!k

�
Hk(A) +

1

j

�
:

Ïîëîæèì gj(s) = Hk�m
1

j

( �1(s)) è äîêàæåì, ÷òî

lim
j!1

�Z
Rm

gj(s) dHm(s) =

Z
Rm

Hk�m( �1(s) \A) dHm(s): (6.13)

Äåéñòâèòåëüíî, c îäíîé ñòîðîíû gj(s)!Hk�m( �1(s)\A) ïðè j !1
äëÿ âñåõ s 2 R

m , à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ (6.12) èçìåðèìà. Ïî

îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëüíîé íîðìû ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ôóíêöèè

hj(s) òàêèå, ÷òî (ïî÷åìó?)

gj(s) � hj(s) � Hk�m( �1(s) \A) èZ
Rm

hj(s) dHm(s) �
�Z

Rm

gj(s) dHm(s) +
1

j
äëÿ âñåõ j:

Îòñþäà lim
j!1

hj(s) = Hk�m( �1(s) \A) äëÿ âñåõ s 2 R
m è

�Z
Rm

gj(s) dHm(s) �
Z
Rm

hj(s) dHm(s) �
�Z

Rm

gj(s) dHm(s) +
1

j
:

Ïî ëåììå Ôàòó ïîëó÷àåì (6.13). (îáîñíîâàòü!)
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6.8. Çàäà÷à. Â óñëîâèÿõ ëåììû 6.7 ìíîæåñòâî

 
�1(s) \ A

Hk�m-èçìåðèìî äëÿ Hm-ïî÷òè âñåõ s 2 R
m .

Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R
k , à ' : U ! R

m , m � k, �

îòîáðàæåíèå êëàññà C1. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Z ìíîæåñòâî âûðîæäå-

íèÿ

fx 2 U : det(d'(x)d'�(x)) = 0g = fx 2 U : rank(d'(x)) < kg:

6.9. Ëåììà. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ' : U ! R
m , m � k, êëàññà C1

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (6.11):Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\Z

dHk�m(u) = 0:

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîì-

ïàêòíî âëîæåííîé îáëàñòè ! b U è îòîáðàæåíèÿ ' : U ! R
m , m � k,

êëàññà C1. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Z çàìêíóòî êàê ìíîæåñòâî íóëåé

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Jm(x; ') =
p

det(d'(x)d'�(x)).
Ôèêñèðóåì " > 0 è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ  : ! � R

m ! R
m è

� : Rk � R
m ! R

m , îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì

 (x; s) = '(x) + "s; �(x; s) = s; x 2 R
k
; s 2 R

m
;

Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî

1)  � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, è Lip( ) = Lip(') + ";

2) d (x; s) = (d'(x); "E)(k+m)�m, ãäå E � åäèíè÷íàÿ (m�m)-ìàòðèöà;

3) d (x; s)(v; w) = d'(x)v + "w, v 2 R
k
; w 2 R

m ;

4) rank(d (x; s)) = m äëÿ âñåõ (x; s) 2 U � R
m ;

5)Jm( ; (x; s)) =
p

det(d (x; s)d �(x; s)) =
p

det(d'(x)d'�(x) + "2E).

Èç ëèïøèöåâîñòè îòîáðàæåíèÿ  , ðàâåíñòâà det(d'(x)d'�(x)) = 0

â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Z, è 1), 5) âûòåêàåò

Jm((x; s);  )2 = det(d (x; s)d �(x; s))

� "
2m + "

2(m�1)(Lip(') + ")2 + : : :+ "
2(Lip(') + ")2(m�1) + 0;

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Jm((x; s);  ) =
p

det(d (x; s)d �(x; s)) � "m(Lip(') + ")m�1:
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Îòñþäà è èç ëåììû 6.7 èìååì

"m(Lip(') + ")m�1!mHk(Z) �
Z

Z�B(0;1)

Jm((x; s);  ) dx ds

=

Z
Rm

dy

Z
 �1(y)\(Z�B(0;1))

dHk(u)

�
Z
Rm

c dy

Z
Rm

dw

Z
��1(w)\ �1(y)\(Z�B(0;1))

dHk�m(u);

ãäå c = !k
!k�m!m

. Çàìåòèì, ÷òî

�
�1(w) \  �1(y) \ (Z �B(0; 1)) = '

�1(y � "w) \ Z:

ÏîýòîìóZ
Rm

c dy

Z
Rm

dw

Z
��1(w)\ �1(y)\(Z�B(0;1))

dHk�m(u)

= c

Z
Rm

dy

Z
B(0;1)

dHm(w)

Z
'�1(y�"w)\Z

dHk�m(u):

Ïðèìåíÿÿ çàìåíó s = y � "w è òåîðåìó Ôóáèíè, ïîëó÷àåì

c

Z
Rm

dy

Z
B(0;1)

dHm(w)

Z
'�1(y�"w)\Z

dHk�m(u)

= c

Z
Rm

ds

Z
B(0;1)

dHm(w)

Z
'�1(s)\Z

dHk�m(u)

= c

Z
B(0;1)

dHm(w)

Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\Z

dHk�m(u)

= c!m

Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\Z

dHk�m(u):

Òàêèì îáðàçîì,Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\Z

dHk�m(u) � "m(Lip(') + ")m�1
!k�m!m
!k

Hk(Z)
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äëÿ âñÿêîãî " > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,Z
Rm

ds

Z
'�1(s)\Z

dHk�m(u) = 0:

6.10. Çàäà÷à. Ïóñòü M � R
n � k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â R

n c

k-ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà Hk
xM íà M, à N � R

l � m-ìåðíîå ìíî-

ãîîáðàçèå â R
l c m-ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà Hm

xN íà N , k � m.

Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò êîïëîùàäè Jm(x; '), x 2 M, îòîáðàæåíèÿ

' : M! N êëàññà C1 è íàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó êîïëî-

ùàäè.

Ïóñòü f : M ! E � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, ãäå E � ïðîèçâîëüíîå

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà åñëè f(x)Jm(x; ') Hk
-èíòåãðèðóåìà

íà M, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëàZ
M

f(x)Jm(x; ') dx =

Z
N

dHm(s)

Z
'�1(s)

f(u) dHk�m(u): (6.14)

óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà êîïëîùàäè Jm(x; ')

âåëè÷èíó
p

det(d'(x)d'�(x)), ãäå d'(x) : TMx ! TNf(x) � äèôôå-

ðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ' : M ! N . Ïåðåéòè â ëîêàëüíûå ñèñòåìû

êîîðäèíàò, ñâåñòè çàäà÷ó ê òåîðåìå 6.3, à çàòåì äâàæäû ïðèìåíèòü

ôîðìóëó ïëîùàäè.

Ñõåìà ðåøåíèÿ. Ïóñòü (U;  ) è (V; �)� ëîêàëüíûå ïàðàìåòðèçà-

öèèM è N òàêèå, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ � = �
�1Æ'Æ èìååò ñìûñë. Îáî-

çíà÷èì y =  
�1(x). Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà êîïëîùàäè

Jm(x; ') âåëè÷èíó

p
det(d('Æ (y))d('Æ )�(y))

Jm( ;y)
. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïëîùà-

äè, èìååì Jm(�) � J (�) = Jm(' Æ  ). Ïåðåõîäÿ â ëîêàëüíûå ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ïîëó÷àåìZ
 (U)

Jm(') dHk =

Z
U

Jm(' Æ  )
Jm( )

J ( ) dHk

=

Z
U

Jm(' Æ  )Jk�m( ) dHk =

Z
U

Jk�m( )J (�)Jm(�) dHk

è ïðèìåíÿåì ôîðìóëó êîïëîùàäè ê îòîáðàæåíèþ �. Ðàññìîòðèì ñëó-

÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî âûðîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà êîïëîùàäè Z ïóñòî.
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Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà Jk�m( ; y) � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà

óðîâíÿ  j('Æ )�1('(x)). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ äâà ðàçà ôîðìóëó ïëîùàäè,

ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Îáùèé ñëó÷àé, êîãäà Z 6= ;, ïåðåõîäîì ê ëîêàëüíûì êîîðäèíàòàì

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñèòóàöèè ' : Rk ! R
m .

7. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðåìà Ãðèíà � Ãàóññà �

Îñòðîãðàäñêîãî � Ñòîêñà

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1; : : : ; xn) ôîðìó ! 2 Fk
r (U) ñòåïåíè k íà

îòêðûòîì ìíîæåñòâå U � R
n êëàññà Cr ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

!(x) =
X
J

aJ(x)dxJ ; (7.1)

ãäå aJ 2 C(U), ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì íàáîðàì J óïîðÿäî÷åííûõ

íàòóðàëüíûõ ñèìâîëîâ 1 � x1 < : : : < xk � n, à dxJ = dxi1 ^ : : :^ dxik.
Îïåðàöèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â êîîðäèíàòàõ (x1; : : : ; xn)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

d!(x) =
X
J

daJ(x) ^ dxJ ; (7.2)

ãäå daJ(x) =
nP
i=1

@aJ
@xi
dxi � ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè aJ .

7.1. Ñâîéñòâà îïåðàöèè âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

1) Åñëè ! 2 Fk
r (U), òî d! 2 Fk+1

r�1 (U), r � 1.

2) d(�1!1 + �2!2) = �1d!1 + �2d!2.

3) d(!k ^ !l) = d!
k ^ !l + (�1)k!k ^ d!l.

4) d2! = d(d!) = 0 (Ôîðìóëà Ïóàíêàðå).

5) df � = f
�
d.

6) Îïåðàöèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà

ñèñòåìû êîîðäèíàò.

7) Åñëè ! ôîðìà ñòåïåíè k íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèèM, (U;') �

ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè x 2 M, òî äëÿ

âåêòîðîâ �1; : : : ; �k+1 2 TMx îïðåäåëèì

d!(x)(�1; : : : ; �k+1)
def
= d('�1

�
!('��1; : : : ; '��k+1): (7.3)

Íàïîìíèì, ÷òî '��i = D'(x)(�i).

Ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå çàâè-

ñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

62



Ñîâåðøåíñòâî è ãàðìîíèÿ ôîðìóëûZ
M

d! =

Z
@M

! (7.4)

ñòîëü î÷åâèäíû, ÷òî îïðàâäàíû âñå óñèëèÿ, ÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë âñåì

âõîäÿùèì â íåå îáúåêòàì. Åñëè M � ýòî îòðåçîê [a; b], â êîòîðîì

óêàçàíî, ÷òî òî÷êà, íàïðèìåð, a íà÷àëüíàÿ, à òî÷êà b êîíå÷íàÿ, F :

M! R � ôóíêöèÿ êëàññà C1, dF � åå äèôôåðåíöèàë, òî èçâåñòíàÿ

ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà:

bZ
a

f(x) dx = F (b)� F (a):

èìååò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ:

Z
M

dF =

bZ
a

f(x) dx; a

Z
@M

F = F (b)� F (a);

ãäå @M � ýòî êðàé ìíîãîîáðàçèÿ M, íà êîòîðîì èíäóöèðîâàíà îðè-

åíòàöèÿ: "+" â òî÷êå b è "�" â òî÷êå a.
Ïóñòü òåïåðü ãðàíèöà @U îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U �

ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n � 1. Òàêèì îáðàçîì, M = U �

ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì. Ôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ â Rn è áàçèñ e1; : : : ; en,

ñîãëàñîâàííûé ñ îðèåíòàöèåé. Òîãäà â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1; : : : ; xn)

n-ôîðìà ! íà M ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå !(x) = f(x) dx1 ^ : : : ^
dxn. Îïðåäåëèì â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë îò ! ïî îðèåíòèðîâàííîìó

ìíîãîîáðàçèþ M êàê èíòåãðàë îò ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó U :Z
M

! =

Z
U

f(x) dx:

Ïîñìîòðèì êàê ìîæíî ïîëó÷èòü òî æå ñàìîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà îò

ôîðìû â äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, èìåÿ â âèäó ïðîâåðèòü âïîñëåä-

ñòâèè êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà îò ôîðìû. Ïóñòü çàäà-

íà äðóãàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (y1; : : : ; yn), y = '(x), ' : U ! W �

äèôôåîìîðôèçì, à  = '
�1, îáðàòíûé ó íåìó. Ïî ôîðìóëå çàìåíû
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ïåðåìåííûõ âûâîäèìZ
U

f(x) dx =

Z
W

f( (y))j detD( )(y)j dy

= sign(detD( )(�))
Z
W

 
�
!: (7.5)

Ïîñêîëüêó  � äèôôåîìîðôèçì, çíàê detD( )(y) âñåãäà ïîñòîÿííûé:

+1, åñëè äèôôåîìîðôèçì ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, è �1, åñëè îí åå îá-
ðàùàåò. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (7.5) ìîòèâèðóþò ñëåäóþùèé

âûâîä: äëÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñîõðàíÿþùåé îðèåíòàöèþ, îïðåäå-

ëåíèå Z
M

!
def
=

Z
W

 
�
! (7.6)

êîððåêòíî, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñîãëà-

ñîâàííîé ñ ïåðâîíà÷àëüíîé.

Åñëè îðèåíòàöèÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå U � R
n îïðåäåëÿåòñÿ îðè-

åíòàöèåé ïðîñòðàíñòâà Rn , òî îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè ïðîèçâîëüíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ òðåáóåò íåêîòîðîé ôîðìàëèçàöèè. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïîä-

õîäà ðàññìîòðèì â êàæäîé òî÷êå x 2 U êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TUx,

êîòîðîå êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ Rn : äëÿ ýòîãî

íàäî ¾ïðèêðåïèòü¿ â êàæäîé òî÷êå x ýêçåìïëÿð ïðîñòðàíñòâà Rn , êî-

òîðîå ïàðàëëåëüíî ñäâèãàåòñÿ òàê, ÷òîáû òî÷êà 0 ñîâïàëà ñ òî÷êîé x.

Êàê èçâåñòíî, îðèåíòàöèÿ íà Rn � ýòî ôèêñèðîâàííûé êëàññ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè áàçèñîâ, êîòîðûå ìû îáúÿâëÿåì ¾ïîëîæèòåëüíûìè¿.1 Ïî-

íÿòíî, ÷òî ïðè ïàðàëëåëüíîì ñäâèãå âåêòîðîâ áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Rn

èç òî÷êè 0 â òî÷êó x åãî îðèåíòàöèÿ íå ìåíÿåòñÿ è, òåì ñàìûì, áàçèñ

â TUx, ïîëó÷åííûé ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì èç áàçèñà ïðîñòðàíñòâà

R
n , îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ â TUx, êîòîðàÿ ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöè-

åé â ñîñåäíèõ òî÷êàõ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó áàçèñó â TUx ìîæíî

ñîïîñòàâèòü çíà÷åíèå +1 èëè �1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîãëàñîâàí

îí ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé èëè íåò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

1Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåò íèêàêîãî êàíîíè÷åñêîãî

ïðàâèëà ñ÷èòàòü äàííûé áàçèñ ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì, à åñòü ëèøü ñïîñîá � çíàê

îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó � ñêàçàòü, ÷òî äâà áàçèñà ñîðè-

åíòèðîâàíû îäèíàêîâî èëè ïðîòèâîïîëîæíî. Óïîòðåáëÿåìûå èíîãäà ïðàâèëà: ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè¿ èëè ¾ïðàâèëî áóðàâ÷èêà¿, ïðèøëè â ìàòåìàòèêó èç ôèçèêè, ãäå òàêîé âûáîð îðèåíòà-

öèè èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë.
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ôóíêöèþ

� : (x; hv1; : : : ; vni) 7! f�1;+1g; hv1; : : : ; vni � áàçèñ â TUx; (7.7)

êîòîðàÿ îáëàäàåò îäíèì î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì: ôóíêöèÿ � íåïðåðûâ-

íà ïðè íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè, òàê êàê ïðè òàêîì ïðîöåññå ìû íå

ìîæåì áåç ðàçðûâà ïîìåíÿòü îðèåíòàöèþ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Ôîð-

ìàëèçàöèÿ âûðàæåíèÿ ¾íåïðåðûâíàÿ äåôîðìàöèÿ áàçèñà¿ ìîæåò áûòü

ðåàëèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ôèêñèðóåì ìíîãîîáðàçèåM� R
l ðàçìåðíîñòè n � l è ðàññìîòðèì

ñîâîêóïíîñòü âñåõ áàçèñîâ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ýòîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ âî âñåõ åãî òî÷êàõ:

BM =
[
x2M

hv1; : : : ; vni; ãäå hv1; : : : ; vni � áàçèñ â TMx: (7.8)

Òàê êàêM� R
l , à TMx èçîìîðôíî R

n , òî BM åñòåñòâåííûì îáðàçîì

âêëàäûâàåòñÿ â R l � R
n � � � � � R

n| {z }
n ðàç

:

(x; hv1; : : : ; vni) 7! (x; v1; : : : ; vn) 2 R
l � R

n � � � � � R
n| {z }

n ðàç

:

Ìû èíäóöèðóåì íà BM ìåòðèêó èç îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Òà-

êèì îáðàçîì, BM ñòàíîâèòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì è, ñëåäîâà-

òåëüíî, îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ¾áëèçîñòè¿ ìåæäó áàçèñàìè â ðàçëè÷íûõ

êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

7.2. Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòàöèåé íàM íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ

� : BM! f�1;+1g;
íå÷åòíàÿ ïî êàæäîé âåêòîðíîé ïåðåìåííîé:

�(x; h"1v1; : : : ; "nvni) = "1 � : : : � "n �(x; hv1; : : : ; vni)

äëÿ âñåõ "1; : : : ; "n 2 f�1;+1g.

7.3. Ïðèìåð. 1) 0-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî íà-

áîðà òî÷åê, êàæäîé èç íèõ ñîïîñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ëèáî �1, ëèáî +1.

2) Ëþáàÿ äóãà îðèåíòèðóåìà (ôîðìàëèçîâàòü îïðåäåëåíèå).

3) �(x; hv1; : : : ; vni) = sign det(v1; : : : ; vn) � ñòàíäàðòíàÿ îðèåíòàöèÿ

íà Rn .
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4) �(x; hv1; : : : ; vn�1i) = sign det(x; v1; : : : ; vn�1) � ñòàíäàðòíàÿ îðè-

åíòàöèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn .

5) f = (f1; : : : ; fn�k) : Rn ! R
n�k � îòîáðàæåíèå êëàññà C1 òàêîå,

÷òî rankDf(x) = n � k âî âñåõ òî÷êàõ x 2 f
�1(0). Òîãäà f�1(0) �

ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k è åãî îðèåíòàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâè-

ëó

�(x; hv1; : : : ; vki) = sign det(rf1(x); : : : ;rf1(x); v1; : : : ; vk);

ãäå x 2 M, v1; : : : ; vk 2 TMx, à rfi(x) � ãðàäèåíò êîîðäèíàòíîé

ôóíêöèè fi.

7.4. Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå M, dimM = k, íàçûâàåòñÿ

îðèåíòèðîâàííûì, åñëè íà íåì çàäàíà îðèåíòàöèÿ �.

Áàçèñ hv1; : : : ; vki â TMx íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ïîëîæè-

òåëüíî (îòðèöàòåëüíî), åñëè �(x; hv1; : : : ; vki) > 0 (�(x; hv1; : : : ; vki) <
0).

Äèôôåîìîðôèçì f : M1 ! N2 äâóõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîá-

ðàçèé ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, åñëè äèôôåðåíöèàë Df(x) ïåðåâîäèò

áàçèñû êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TMx â áàçèñû êàñàòåëüíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà TMf(x) òîãî æå íàèìåíîâàíèÿ.

7.5. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M � R
l � n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ

êðàåì @M, è � � îðèåíòàöèÿ íà M. Èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ

�
0 êðàÿ @M îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Â òî÷êå x 2 @M
âîçüìåì âåêòîð v(x) 2 TMx, íàïðàâëåííûé íàðóæó: åñëè v(x) = _
(0),

ãäå 
 : (�"; ") ! R
l , 
(0) = x, � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî 
(h��; 0i) � M

äëÿ íåêîòîðîãî � > 0. Îïðåäåëèì èíäóöèðîâàííóþ îðèåíòàöèþ êðàÿ

êàê ôóíêöèþ

�
0(x; hv1; : : : ; vn�1i) = �(x; hv(x); v1; : : : ; vn�1i) (7.9)

äëÿ v1; : : : ; vn�1 2 T@Mx.

7.6. Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ îïðåäåëå-

íà êîððåêòíî, ò. å., íå çàâèñèò îò âûáîðà âåêòîðà v(x), íàïðàâëåííîãî

íàðóæó.

óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü â òî÷êå x 2 T@Mx äâà âåêòîðà v(x) è

w(x), íàïðàâëåííûõ íàðóæó, è ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé âåêòîð vt(x) =
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tv(x) + (1 � t)w(x), t 2 [0; 1], òàêæå íàïðàâëåí íàðóæó. Òîãäà â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè � ïîëó÷àåì

�(x; hv(x); v1; : : : ; vn�1i) = �(x; hw(x); v1; : : : ; vn�1i);

÷òî è äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ.

7.7. Çàäà÷à. Äîêàçàòü, çàìêíóòûé øàð B = B(0; 1) � R
n � n-

ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, åãî êðàé � ñôåðà S = S(0; 1) � R
n è

èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ êðàÿ ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé îðèåíòà-

öèåé ñôåðû.

7.8. Çàäà÷à. Ïóñòü çàäàíî n-ìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîá-

ðàçèå M � R
n ñ êðàåì, òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ãðàíèöà êîòîðîãî

ñîâïàäàåò ñ êðàåì @M. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g : Rn ! R êëàññà

C
1, ïî êðàéíåé ìåðå, òàêàÿ, ÷òî

1) g�1(0) = @M,

2) rg(x) 6= 0 â òî÷êàõ x 2 @M,

3) g < 0 íà Mn @M è

4) g > 0 âíåM.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êðàé @M ìíîãîîáðàçèÿM � ýòî ïîâåðõ-

íîñòü óðîâíÿ ôóíêöèè g : Rn ! R êëàññà C1 òàêîé, ÷òî

1) g�1(0) = @M,

2) rg(x) 6= 0 â òî÷êàõ x 2 @M,

3) g < 0 íà Mn @M è

4) g > 0 âíåM.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò rg(x) ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé ïëîñ-

êîñòè T@Mx, è íàïðàâëåí âíå ìíîãîîáðàçèÿ M. Â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè ãðàäèåíò rg(x) áóäåò òàêæå îòëè÷íûì îò íóëÿ è â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ @M. Òîãäà äëÿ îòðèöàòåëüíûõ t, äîñòàòî÷-

íî áëèçêèõ ê íóëþ, èìååì

Mt
def
= fx : g(x) < t; rg(x) 6= 0 äëÿ g(x) = tg �M;

ïðè÷åì ãðàíèöà @Mt � ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n� 1.

Ðàññìîòðèì íà M âíåøíþþ ôîðìó ! ñòåïåíè n � 1 êëàññà Fn�1
1 .

Èìååì

d((g � t)!) = dg ^ ! + (g � t)d!: (7.10)
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Ïîñêîëüêó (g � t)! ðàâíî íóëþ íà @Mt, òî ïî òåîðåìå Ôóáèíè ïîëó-

÷àåì Z
Mt

d((g � t)!) = 0: (7.11)

Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (7.11). Èìååì ôîðìó ! ñòåïåíè

n� 1, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû âî âíó-

òðåííèõ òî÷êàõ êîìïàêòíîé îáëàñòè U b R
n íåïðåðûâíû âïëîòü äî

ãðàíèöû è ðàâíû íóëþ íà ãðàíèöå. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàêîé

ôîðìû Z
U

d! = 0:

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ! =
nP
i=1

(�1)i�1ai(x)dx1 ^ : : : ^ cdxi ^ : : : ^ dxn, òî
d! =

nP
i=1

@ai

@xi
(x)dx1 ^ : : : ^ dxn. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òîZ

U

@ai

@xi
(x) dx = 0 (7.12)

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî i = 1; : : : ; n. Ïî òåîðåìå Ôóáèíè èìååìZ
U

@ai

@xi
(x) dx =

Z
Pr iU

dy

Z
R

@ai

@xi
(y; xi) dxi;

ãäå x = (y; xi), Pr i(x) = y � ïðîåêòèðîâàíèå âäîëü i-îé êîìïîíåíòû.

Äëÿ ïðîâåðêè (7.12) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òîZ
R

@ai

@xi
(y; xi) dxi = 0 (7.13)

äëÿ (n � 1)-ïî÷òè âñåõ y 2 Pr iU . Ôèêñèðóåì y è ðàññìîòðèì ïåðåñå-

÷åíèå V = fxi : (y; xi) 2 Ug � R . Ýòî ïåðåñå÷åíèå îòêðûòî è ïîýòîìó

ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòè

äèçúþíêòíûõ èíòåðâàëîâ: V =
S
j

(�j; �j). ÏîñêîëüêóZ
R

@ai

@xi
(y; xi) dxi =

X
j

Z
(�j ;�j)

@ai

@xi
(y; xi) dxi;
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òî äëÿ ïðîâåðêè (7.13) äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Íüþòîíà �

Ëåéáíèöà ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó:Z
(�j ;�j)

@ai

@xi
(y; xi) dxi = ai(�j)� ai(�j) = 0;

ïîñêîëüêó ai(�j) = ai(�j) = 0. �

Èç (7.10) è (7.11) âûâîäèìZ
M

dg ^ ! = �
Z
M

gd! = �
Z
M

(g � t)d! � t

Z
M

d!

è Z
Mt

dg ^ ! = �
Z
Mt

(g � t)d!:

Âû÷èòàÿ èç âåðõíåãî ðàâåíñòâà íèæíåå, ïîëó÷àåìZ
MnMt

dg ^ ! = �
Z

MnMt

(g � t)d! � t

Z
M

d!: (7.14)

Çàïèøåì ôîðìó ! â ñëåäóþùåì âèäå:

! =

nX
i=1

(�1)i�1ai(x)dx1 ^ : : : ^ cdxi ^ : : : ^ dxn:
Òîãäà

dg ^ ! =

nX
i=1

@g

@xi
(x)ai(x)dx1 ^ : : : ^ dxi ^ : : : ^ dxn:

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü (7.14) ïî ôîðìóëå êîïëîùàäèZ
MnMt

dg ^ ! =

Z
g�1(t;0)

nX
i=1

@g

@xi
(x)ai(x) dx =

=

0Z
t

ds

Z
g�1(s)

nX
i=1

@g

@xi
(x)ai(x)

dHn�1(x)

jrg(x)j (7.15)
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(jrg(x)j íå ðàâåí íóëþ íà M n Mt ïðè t äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê 0).

Îáîçíà÷àÿ ñèìâîëîì

�(x) = (�1(x); : : : ; �n(x)) = jrg(x)j�1
�
@g

@x1
(x); : : : ;

@g

@x1
(x)
�

íîðìèðîâàííûé ãðàäèåíò, èç (7.14) è (7.15) ïîëó÷àåì (ïðîâåðèòü!)

�1

t

0Z
t

ds

Z
g�1(s)

nX
i=1

@g

@xi
(x)ai(x)

dHn�1(x)

jrg(x)j =

Z
M

d! +
1

t

Z
MnMt

(g � t)d!:

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ê ïðåäåëó ïðè t! �0, èìååì (ïðîâå-

ðèòü!) Z
M

d! =

Z
g�1(0)

nX
i=1

�i(x)ai(x) dHn�1(x): (7.16)

Ðàâåíñòâî (7.16) ìîòèâèðóåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò ôîð-

ìû ! ïî ìíîãîîáðàçèþ @M:Z
@M

! =

Z
g�1(0)

nX
i=1

�i(x)ai(x) dHn�1(x) (7.17)

ïðè óñëîâèè, ÷òî íîðìàëü ê êðàþ @M ìíîãîîáðàçèÿ M íàïðàâëåíà

íàðóæó.

Ïîñìîòðèì êàê âû÷èñëÿòü ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (7.17). Ðàññìîò-

ðèì â òî÷êå x 2 @M íåêîòîðóþ ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (U;')

òàêóþ, ÷òî

1) ' : U !W � äèôôåîìîðôèçì,

2) '(U \ @M) =W \ fx 2 R
n : xn = 0g,

3) '(U \M) =W \ fx 2 R
n : xn < 0g è

4) '(x) = 0.

Îðèåíòèðóåì ïðîñòðàíñòâî R
n�1 òàê, ÷òîáû áàçèñ e1; : : : ; en�1, ñî-

ãëàñîâàííûé ñ îðèåíòàöèåé R
n�1, îáëàäàë ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: áà-

çèñ

en; e1; : : : ; en�1

îðèåíòèðîâàí êàê R
n
. Òàêàÿ îðèåíòàöèÿ Rn�1 ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðî-

âàííîé èç Rn. Ìîòèâèðîâêà òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

âåêòîð D'
�1(0)(en) áûë íàïðàâëåí â òîæå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ÷òî è
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�(x) ïðè óñëîâèè, ÷òî detD'�1(0) > 0. Îáîçíà÷àÿ  = '
�1 ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿZ
U\@M

nX
i=1

�i(u)ai(u) dHn�1(u)

=

Z
'(U\@M)

nX
i=1

�i( (w))ai( (w))
p

detD �(w)D (w) dw: (7.18)

Êîîðäèíàòû âåêòîðà íîðìàëè �i( (w)) íàõîäÿòñÿ êàê àëãåáðàè÷åñêèå

äîïîëíåíèÿ A1; : : : ; An ê ýëåìåíòàì e1; : : : ; en â ñèìâîëè÷åñêîì îïðåäå-

ëèòåëå

det

0BBBBB@
e1

@ 1
@w1

� � � @ 1
@wn�1

� � � � � �
ei

@ i
@w1

� � � @ i
@wn�1

� � � � � �
en

@ n
@w1

� � � @ n
@wn�1

1CCCCCA =

nX
i=1

Aiei;

êîòîðûå íåîáõîäèìî îðòîíîðìèðîâàòü: �i( (w)) = Ai=

p
A2

1 + : : :+ A2
n.

Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå Áèíå � Êîøè (ñì. òåîðåìó 4.4)q
A2

1 + : : :+ A2
n =

p
detD �(w)D (w):

Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðîâåðèòü (ïðîâåðèòü!)

nX
i=1

Ai(w)ai( (w)) dw1 ^ : : : ^ dwn�1 =  
�
!:

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáðàííîì íàïðàâëåíèè íîðìàëè ìû ïîëó÷àåì

äâå âîçìîæíîñòè äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ôîðìû ! íà îêðåñòíîñòè

U \ @M ìíîãîîáðàçèÿ @M â êîîðäèíàòàõ, ñîãëàñîâàííûõ ñ îðèåíòà-

öèåé: Z
U\@M

! =

Z
U\@M

nX
i=1

�i(x)ai(x) dHn�1(x) =

Z
'(U\@M)

 
�
!: (7.19)

Èç ôîðìóëû (7.19) èìååì ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé âûâîä: èíòåãðàë

â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (7.19) íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäè-

íàò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (7.19) ìîæåò áûòü âçÿòà

çà îïðåäåëåíèå ôîðìû ïî ìíîãîîáðàçèþ:
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7.9. Îïðåäåëåíèå. Åñëè ! � íåïðåðûâíàÿ ôîðìà ñòåïåíè k íà

k-ìåðíîì îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè M � Rn, òî â ñèñòåìå êî-

îðäèíàò (U;'), ñîãëàñîâàííîé ñ îðèåíòàöèåéZ
U\@M

! =

Z
'(U\@M)

 
�
!: (7.20)

Ñèñòåìà êîîðäèíàò (U;') ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé åñëè äèôôåðåí-

öèàë d'(x)jTMx
ïîëîæèòåëüíûå áàçèñû â TMx ïåðåâîäèò â ïîëîæè-

òåëüíûå áàçèñû â TRk
x.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ôîðìóëå (7.19) èìååò ñëåäóþùèé ãåîìåòðè-

÷åñêèé ñìûñë â ñëó÷àå ! = a1(x)dx2^: : :^dxn, '(U\@M) = V � R
n�1:Z

'(U\@M)

 
�
! =

X
Q2Dl

Z
Q\V 6=;

a1( (y)) 
�(dx2 ^ : : : ^ dxn)

= lim
l!1

X
Q2Dl

a1( (yQ))(dx2 ^ : : : ^ dxn)( �(tQe1); : : : ;  �(tQen�1)))

= lim
l!1

X
Q2Dl

a1( (yQ))OV (Pr 1D (yQ)(Q));

ãäå äâîè÷íûé êóá Q 2 Dl íàòÿãèâàåòñÿ íà âåêòîðû (tQe1; : : : ; tQen�1) ñ
íà÷àëîì â òî÷êå yQ, D (yQ)(Q) � îáðàç êóáà Q ïðè ëèíåéíîì îòîáðà-

æåíèè D (yQ), Pr 1 � ïðîåêöèÿ âäîëü ïåðâîé êîîðäèíàòû, OV � îðè-

åíòèðîâàííûé îáúåì. Òàê ÷òî OV (Pr 1D (yQ)(Q)) � îðèåíòèðîâàí-

íûé îáúåì ïðîåêöèè ïàðàëëåëåïèïåäà D (yQ)(Q) íà (n � 1)-ìåðíóþ

ïëîñêîñòü âäîëü ïåðâîé êîîðäèíàòû.

Ïîäâåäåì èòîã âûøåïðèâåäåííûõ àðãóìåíòîâ. Äîêàçàíà

7.10. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðåìà Ãðèíà � Ãàóññà � Îñòðî-

ãðàäñêîãî � Ñòîêñà. Äëÿ êîìïàêòíîãî n-ìåðíîãî îðèåíòèðîâàí-

íîãî ìíîãîîáðàçèÿM� R
n ñ êðàåì @M, íà êîòîðîì ôèêñèðîâàíà èí-

äóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ, è ôîðìû ! 2 Fn�1
1 (M) ñïðàâåäëèâà ôîð-

ìóëà 7.4: Z
M

d! =

Z
@M

!:

7.11. Çàäà÷à. Äîêàçàòü îáîáùåííóþ òåîðåìó Ñòîêñà: äëÿ

êîìïàêòíîãî k-ìåðíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M � R
n ñ
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êðàåì @M, íà êîòîðîì ôèêñèðîâàíà èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ, è

ôîðìû ! 2 Fk�1
1 (M) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà 7.4:Z

M

d! =

Z
@M

!:

Óêàçàíèå: Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó 6.10.

7.12. Îïðåäåëåíèå. ÏóñòüM� R
n � (n� 1)-ìåðíîå ìíîãîîáðà-

çèå, íà êîòîðîì çàäàíî íåïðåðûâíîå ïîëå åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè

�(x) = (�1(x); : : : ; �n(x)). Âíåøíÿÿ ôîðìà

! =

nX
i=1

(�1)i�1�i(x)dx1 ^ : : : ^ cdxi ^ : : : ^ dxn;
çàäàííàÿ íà M íàçûâàåòñÿ ôîðìîé îáúåìà.

7.13. Çàäà÷à. Âûâåñòè èç (7.19), ÷òîZ
U\@M

! =

Z
U\@M

dHn�1(x) = H
n�1(U \ @M):

7.14. Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü, ÷òî ñôåðå S(0; 1) � R
n ôîðìà îáúåìà !,

íàéäåííàÿ ïî âåêòîðó âíåøíåé íîðìàëè, ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé Ãàóññà �:

äëÿ âåêòîðîâ v1; : : : ; vn�1 2 TSx èìååì

!(x)hv1; : : : ; vn�1i = det(x; v1; : : : ; vn�1) = �(x)hv1; : : : ; vn�1i:

8. Âòîðàÿ ëåììà Ïóàíêàðå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ! =
nP
i=1

!i dxi � ôîðìà ïåðâîé ñòåïåíè íà R
n ,

îêàçàâøàÿñÿ ðàâíîé df =
nP
i=1

@f

@xi
dxi. Î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

f(0) = 0. Çàìåòèì, ÷òî

f(x) =

1Z
0

d

dt
f(tx) dt =

1Z
0

nX
i=1

@f

@xi
(tx) � xi dt =

1Z
0

nX
i=1

!i(tx) � xi dt:
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Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ f ïî çàäàííîìó ! ñëåäóåò

ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ I!, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

I!(x) =

1Z
0

nX
i=1

!i(tx) � xi dt:

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëåíèå I! èìåëî ñìûñë, íóæíî

ëèøü, ÷òîáû ! áûëî îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå A � R
n , îá-

ëàäàþùèì òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âìåñòå ñî âñÿêèì x 2 A âåñü ïðÿìîëè-

íåéíûé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé 0 è x, ñîäåðæèòñÿ â A. Òàêîå îòêðûòîå

ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çâåçäíûì îòíîñèòåëüíî 0. Äîâîëüíî ñëîæíîå

âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî (íà çâåçäíîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå) ðà-

âåíñòâî ! = d(I!) äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî, ëèøü áû ! óäîâëåòâî-

ðÿëî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ d! = 0. Ýòî âû÷èñëåíèå, ðàâíî êàê è I!,

ìîæíî çíà÷èòåëüíî îáîáùèòü.

8.1. Òåîðåìà. Âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå

A � R
n , çâåçäíîì îòíîñèòåëüíî 0, òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû îïðåäåëèì ôóíêöèþ I, îòíîñÿùóþ âñÿêîé

ôîðìå l-é ñòåïåíè íåêîòîðóþ ôîðìó (l � 1)-é ñòåïåíè (äëÿ êàæäîãî

l) òàê, ÷òî I(0) = 0 è ! = I( d!) + d(I!) äëÿ âñÿêîé ôîðìû !. Ïðè

d! = 0 áóäåì èìåòü òîãäà ! = d(I!). Ïóñòü

! =
X

i1<:::<il

!i1;:::;il dxi1 ^ : : : ^ dil:

Òàê êàê A çâåçäíî, òî ìîæíî ïîëîæèòü

I!(x) =X
i1<:::<il

lX
�=1

(�1)��1
� 1Z

0

t
l�1
!i1;:::;il(tx) dt

�
xi� dxi1^: : :^ddxi�^: : :^ dxil:

Òîæäåñòâî ! = I( d!) + d(I!) äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.
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Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà, èìååì

d(I!) = l �
X

i1<:::<il

� 1Z
0

t
l�1
!i1;:::;il(tx) dt

�
dxi1 ^ : : : ^ dxil+

X
i1<:::<il

lX
�=1

nX
j=1

(�1)��1
� 1Z

0

t
l @

@xj
(!i1;:::;il)(tx) dt

�
�

xi� dxj ^ dxi1 ^ : : : ^ ddxi� ^ : : : ^ dxil:

(Ïî÷åìó âìåñòî tl�1 ïîÿâèëîñü tl?) Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

d! =
X

i1<:::<il

nX
j=1

@

@xj
(!i1;:::;il) dxj ^ dxi1 ^ : : : ^ dxil

è, ïðèìåíÿÿ I ê ôîðìå (l + 1)-é ñòåïåíè d!, ïîëó÷àåì

I( d!) =
X

i1<:::<il

nX
j=1

� 1Z
0

t
l @

@xj
(!i1;:::;il)(tx) dt

�
xj dxi1 ^ : : : ^ dxil

�
X

i1<:::<il

nX
j=1

lX
�=1

(�1)��1
� 1Z

0

t
l @

@xj
(!i1;:::;il)(tx) dt

�
�

xi� dxj ^ dxi1 ^ : : : ^ ddxi� ^ : : : ^ dxil:

Ïðè ñëîæåíèè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé òðîéíûå ñóììû âçàèìíî óíè-

÷òîæàþòñÿ è ìû áóäåì èìåòü

d(I!) =
X

i1<:::<il

l �
� 1Z

0

t
l�1
!i1;:::;il(tx) dt

�
dxi1 ^ : : : ^ dxil+

X
i1<:::<il

nX
j=1

� 1Z
0

t
l
xj

@

@xj
(!i1;:::;il)(tx) dt

�
dxi1 ^ : : : ^ dxil =

X
i1<:::<il

� 1Z
0

d

dt

�
t
l
!i1;:::;il(tx)

�
dt

�
dxi1 ^ : : : ^ dxil =X

i1<:::<il

!i1;:::;il dxi1 ^ : : : ^ dxil = !:
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